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transforment en lui-même le premier membre F écrit lui aussi sous forme homo- 
gène. 

Une classe particulière de fonctions hyperfuchsiennes a plus spécialement 
arrêté Tattention de M. Picard. Elles présentent la plus grande analogie avec la 
fonction modulaire elliptique. Celle-ci est donnée par le paramètre x de Tintégrale 
elliptique 



/ 



dt 



//(/— i)(f — -ar) 



quand on le considère comme fonction des valeurs de l'intégrale prise le long de 
deux contours convenablement choisis. 11 se trouve être fonction homogène de 
ces deux variables et par suite fonction de leur rapport. Les fonctions hyper- 
fuchsiennes particulières dont je parle s'obtiennent en considérant les paramètres 
a? et j^ de l'intégrale abélienne 



/ 



dt 



Vt{t-i)(t-^x){t--jr) 



comme fonctions des valeurs de l'intégrale prise le long de trois contours conve- 
nablement choisis. Ils se trouvent être fonctions homogènes de ces trois variables 
et par suite fonctions des rapports de deux d'entre elles à la troisième. 

A la suite de M. Picard, et guidé par lui, c'est à Tétude de ces fonctions parti- 
culières que je me suis attaché. J'ai pris pour point de départ les Mémoires des 
Acla Mathematica où l'éminent géomètre a établi les fondements de cette 
théorie, ainsi que les Notes des Comptes rendus de V Académie où il l'a complétée 
en des points importants. J'ai retrouvé les résultats de ces Notes et mes calculs 
m'ont conduit à plusieurs théorèmes nouveaux de cette théorie si complexe et 
encore peu développée. 

J'ai divisé ce Travail en quatre Parties : 

Dans la première Partie, j'ai repris le calcul établissant que ^ et^ sont fonc- 
tions de deux variables seulement et que ce sont des fonctions uniformes. Ce 
calcul a été fait par M. Picard dans un Mémoire du Tome II des Acta Mathema- 
tica. Je me suis borné à y apporter quelques modifications dont la principale est 
l'introduction d'une surface de Riemann. J'ai aussi achevé le problème d'inversion 
qui n'est qu'indiqué dans ce Mémoire. 

Dans la deuxième Partie, je fais l'étude du groupe des substitutions qui laissent 
invariables x et y ou plus exactement du groupe provenant des rotations des 
points critiques les uns autour des autres. Je retrouve les substitutions fondamen* 
taies de ce groupe en faisant usage de la surface de Riemann; puis je montre qu'il 
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n'est qu'un sous-groupe du groupe des substitutions semblables de la forme F; 
enfin je trouve les substitutions fondamentales de ce groupe lui-même. Ces résul- 
tats importants au point de vue arithmétique ont fait l'objet d'une Note insérée 
dans les Comptes rendus de l'Académie (i 8 février 1901). Je termine cette Partie 
en faisant l'étude d'un sous-groupe particulier qui joue un rôle remarquable dans 
les Travaux de M. Picard. 

Dans la troisième Partie, je passe aux substitutions qui multiplient par k la 
forme F. Les Travaux de M. Hermite et de Jacobi sur les fonctions modulaires 
portent à attribuer une grande importance à leur réduction; on sait, en effet, que 
dans le cas des fonctions elliptiques le nombre des transformations non équiva- 
lentes d'ordre k donne immédiatement le degré de l'équation modulairer corres- 
pondante. Tout porte à croire que, dans le cas qui nous occupe, ce nombre serait 
aussi nécessaire à connaître pour obtenir une équation analogue aux équations 
modulaires. M. Picard l'a fait connaître dans une Note des Comptes rendus (1882) 
lorsque k est premier et de la forme 3/n -f- 1 . J'ai retrouvé ce nombre et j'ai étendu 
le calcul à A' = 3. Ce cas particulier présente de l'intérêt, car il conduirait à 
l'équation d'ordre moindre. 

La quatrième Partie est un problème de transformation linéaire des fonctions 
de genre 3, qui me conduit à un nouvel exemple concret, malheureusement bien 
compliqué, de fonction hjperfuchsienne, et qui fournit le moyen de vérifier l'inva- 
riance des fonctions x et y étudiées dans la première Partie. Cette Partie est 
encore le développement d'une Note de M. Picard (Comptes rendus, 1884). 
J'établis qu'il existe des relations linéaires entre les fonctions B particulières qui 
nous occupent. Ces relations permettent d'éliminer des formules de transforma- 
tion quarante-deux de ces fonctions. 11 ne reste ainsi que des relations d'une part 
entre douze fonctions paires et d'autre part entre dix fonctions impaires. 



Les Mémoires dans lesquels M. Picard s'est occupé des fonctions liyper- 
fuchsiennes sont les suivants : 

Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires {Acta Afathematica, 
t. I). 

Sur des fonctions de deux variables analogues aux fonctions modulaires {Acta 
Mathematica, t. II). 

Sur les formes quadratiques ternaires indéfinies à indéterminées conjuguées et sur 
les fonctions hyperfuchsiennes correspondantes {Acta Mathematica j t. V). 

Sur le groupe de certaines équations différentielles linéaires {Bulletin des Sciences 
mathématiques, i885). 
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. Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hyper géométriques de deux 
variables {Annales de V École Normale supérieure^ i885). 

Sur les séries hypergéométriques de deux variables (Bulletin de la Société mathé^ 
matiquCy 1887). 

Sur un groupe de substitutions linéaires {Comptes rendus, 18821, i*^ sem.). 

Sur certaines fonctions uniformes de deux variables et sur un groupe de substitu- 
tions linéaires {Comptes rendus, 1882, i**" sem.). 

Sur une classe de fonctions abéliennes et sur un groupe hyperfuchsien { Comptes 
rendus, 1884, i**" sem.). 

Sur les fonctions hyperfuchsiennes {Comptes rendus, î884, i*^"^ sera.). 

Sur les intégrales de seconde espèce et sur les fonctions hyperfuchsiennes {Comptes 
rendus, i885, 1" sem.). 



PREMIERE PARTIE. 

DÉFINITION DE DEUX FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES PARTICULIÈRES. 



I. — Construction de fonctions particulières à 3 variables. 

i. Considérons la courbe algébrique 

(0 /(/,^) = ;5»-(/-a)(r-P)(<-Y)(^-S) = o 

où a, p, Yî 8 sont des paramètres indépendants de z et de t. Cette courbe 
esl d'ordre 4 et n'a aucun point double, elle est donc de genre 3. Elle admet cinq 
points critiques a, ^, y? ^ ^^ l'infini. A cette courbe appartiennent trois intégrales 
distinctes de première espèce de la forme 



/ 



' Q/ dt 



où Qi, Q2, Q3 sont des polynômes en ^ et ^ linéairement indépendants de degré 
n — 3 = 1. On a/j = 3>s^ et l'on peut prendre Qi = 3z, Q2 = 3, Q8= 3^, on a 
ainsi les trois intégrales suivantes : 

.„ .^dt ^ r^ dt ,r r^tdt 

w 



=X?' "-X^'' "=X- 



Je les appellerai les intégrales primitives de première espèce, 

m 

2. Si t décrit dans le sens direct un circuit fermé autour d'un seul des points 

critiques à dislance finie, z est changé en X^f X = j ; z a donc trois dé- 
terminations; désignons-les par z^^ j52=:Xsi, zz=^\^z^. Autour de l'infini, les 
déterminations s'échangent dans l'ordre inverse. 

z ayant initialement Zi{i=i, 2, 3) pour détermination, faisons décrire à ù 
à partir d'un point quelconque to des circuits fermés ou lacets entourant respecti- 
vement chacun des points critiques à distance finie ainsi que le domaine de 
rinfini« Supposons connues les valeurs des trois intégrales prises dans le sens 
direct le long de ces lacets et désignons ces valeurs par les symboles réunis dans 
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le Tableau suivant 



(A) 
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a 


P T S 


os 


w 


a»- 


P/ Y/ S/ 


e/ 


Q 


«i 


p;- Yi Si 


^i 


U 


«/ 


PT YÎ K 


eî 



D'après ce qui précède, on a, entre ces quantités, les relations suivantes. Si o*,- 
représente a/, j3/, yô S/, 6/ ou e}, on a 

Si <Tx représente cl'., aj, j3^., p"., yj-, yj, 8/, 8J ou e/, on a 

(3) <y2r=Xji, <rj=X*<ri. 

3. Si /, étant parti de Cq, j revient après avoir entouré trois points critiques 
distincts ou non, ladétermination de z k l'arrivée est la même qu'au départ^ par 




I" feaillet. 



3* 



» 



suite, le contour constitue un cycle fermé et la valeur d'une des intégrales prise 
le long de ce contour est une période de cette intégrale. Toutefois, pour trouver 
plus commodément un système de périodes distinctes, il est avantageux d'intro- 
duire une surface de Riemann qui nous sera d'ailleurs utile plus loin. Pour le 
moment, il suffit de remarquer que les valeurs de l'intégrale prise le long des 
contours fermés des rétrosections qui rendent cette surface simplement connexe 
constituent un système de périodes distinctes. 
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Soit donc une surface de Riemann à trois feuillets reliés par quatre lignes de 
passage allant respectivement des points a, j3, y, S jusqu'à l'infini. Supposons 
qu'autour de chacun de ces quatre points Tordre d'échange des feuillets soit 1 , 2, 
3, 1 quand on tourne autour du point dans le sens direct. 

Trois rétrosections sont nécessaires pour rendre la surface simplement connexe ; 
on peut lés choisir comme l'indique \di fig, i . Les courbes L sont les courbes de 
première espèce j les courbes M celles de seconde espèce; les courbes N rejoignent 
entre elles les rétrosections. Pour chaque courbe L, les bords positif et négatif 
sont choisis arbitrairement. Pour chaque courbe M, le bord positif est celui qui 
se trouve à la droite d'un mobile allant le long de cette courbe du bord négatif au 
bord positif de la courbe L correspondante. Ces conventions faites, on sait qu'une 
période de première espèce est la valeur de l'intégrale prise le long d'une courbe 
de seconde espèce parcourue de manière à traverser la courbe de première espèce 
correspondante de son bord négatif à son bord positif; une période de seconde 
espèce est la valeur de l'intégrale prise le long d'une courbe de première espèce 
parcourue de manière à traverser la courbe de seconde espèce correspondante de 
son bord négatif à son bord positif. 

4. Les signes étant choisis comme l'indique la figure, désignons les périodes 
des trois intégrales de la manière suivante : 

Périodes 

de première de seconde 

espèce. espèce. 



(B) U 

W 



ci\ as a^ 

bi bi bi 

^Ai Aj A5 




Leurs valeurs se déduisent immédiatement de \dijig. i en remarquant que 
chaque courbe est équivalente à autant de lacets qu'elle rencontre de lignes 
de passage. En tenant compte du sens dans lequel chaque courbe est décrite et 
des feuillets sur lesquels elle est placée, on trouve 



(4) 



A3 = ?, -+- Pi -h Y3 , «s = P'i H- Pi -4- Ti , ^s = PI -+- ?; -H ï'i . 

A4 = Yi-+- P«-+-T3i «*= ïi -^ Pi + Ï3> ^^=f\ -+- P'i-t-ï'i. 

A5 = -(Yi-+-5,4-p3), «5 = -(ï'i + 5;-i-p'3), *ô = -(ï"i + 8'i-^P'i), 

A6 = -(ïi-4-a,H-p3), a6 = -(ï'i-Ha;4-P'3), ^6 = ~(ï''i -i- «i -4- P^)- 



o. Toutes ces quantités ne sont pas indépendantes. En tenant compte des rela- 
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lions (a) et (3) dans les relations (4)) on trouve 



(5) 



( 



A4-+- X Â3= O, 

a4-hX*aa = o, 
h -hX«^, = 0, 



Ab4-X A| 
aj-h X*ai 



= 0, 



= o, 



A8--X«A,= o, 
(1% — A as = Oy 
6( — X 6| = o. 



On sait d'ailleurs que P et Q étant deux intégrales de première espèce, Tintée 
grale 

prise le long du contour c de la surface simplement connexe est nulle^ et que, en 
désignant par a>/ et iù\ les périodes de première espèce et de seconde espèce de P, 
par r\i et \ celles de Q, on a 



jFdÇl=: 2 (<^n/~wi^.). 



En appliquant ce théorème d'abord aux Intégrales û et W, puis aux intégrales U 
et W, on a 

ai Aj — aj Al -h a^ A4 — a^ Aj -h as A^ — ac A5 = o, 
^lAt — ^lAi -h b^A^ — 64 Aj-h ^»Ae — ^sA» = o, 

et, en tenant compte des relations (5), 

aiAj-f- X'a^Ai — "ka^X^^z o, 
^1 Aj4- X*6jAi— X6jA8= o. 



On en tire 



(6) 



a\bi- - aib\ _ X^Aj 
«i^a — as 61 Al 



g» 63 — a^b^ 
ai 63— cLzbi 



XA, 



D'ailleurs, en vertu des relations (5), le Tableau (B) devient 



(C) 



û J'ai as — X»ai a* 
U 61 b^ — X«6i 6, 
wl^Ai A, -XA, A, 



— X»ai a* — X'as Xa» ** 

-Xî^s X6, 
-XA, X«A,, 



6. Soient A|, hi, li{l= i, 2, 3) des indéterminées et considérons les intégrales 
Aiû-+-itiUH-/iW, A,û-^/',U-f-/,W, Asû + A^sU-+-/,W. 



Leurs périodes sont 

7i,a,-hAr,6i-i-/,A, A,a3-t-A'i634-/iA3 —'k\h^al-hk^b^-h'kH^X^) Aiaj+A:|6,-i-/iAj 

Aja,-i-Arj6,+/2A, h^^+kibi-\-l2^3 — V(A,a|-+-A:26|-l-X^/jAi) A2a,-«-Ar26,-t-/2A3 

^A,a,-+-A:,6,-h/3Aj A5a,-+-^3634-/3Aj — ^(Aaai+Arjfri-j-X'/aAi) Ajaa^-Araôa-h/aAj 



-V(A,a3-*-A:,ô,-+-XV,A3) X(Aiaj-*-Ai6,+X/iA,)'^ 
— V(Aja3-hA:,634-V/jA,) X(Ajaj4-A:,6a4-X/,A,) 
— X\A3a,+Ar36,4-X'/3A3) X( A3aj4-Ar36,-i-X/3Aj) ^ 
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Pour les rendre normales, il suffit de poser 

hiOi-h kibi-h /iAi=ï, i hiai-{- ktbi-h /jAt=o, 
Al aj -I- Xti 6j -h /iAj=o, l h^a^-h kib^-h /jA8=i, 
Ai^i-H kibi-h X*/i Aj = o, ( h^ai-h Arj^i-h X*/|A| = o, 



As ai -f- A*j èj -h /sAj 
Aaaj-hArj^a^- /jAs 
As ai -4- ^3 6 j -+- X* /s Al 



= o, 
= o, 
= -X, 



d'où il résulte 



(7) 



A, 
Aj 

As 



(X-i)(X«6sAi^6iAs) 
3 (ai 6s — as ^i) Al 

ai 6$ — a^^i 

(X-~X«)(6iAs-&3A|) 
3(ai63— as6i)Ai 



A-, 

^3 



__ ( X —1 )( ai As— X' as A 1 ) 
3(ai6s — ûts6i)A| 

_ qi 

ai^s — «3^1 

^ (X-X«)(asAi-aiAs) 
3(ai6s— as6i)Ai 






i-X 
3A, ' 

X -^ X« 
3 Al 



En tenant compte de ces valeurs et des relations (6), on trouve que les périodes 
normales de seconde espèce sont 



V'i — X» A| 2(1 — X) A, 

3 AJ ' 3 A, 


Al 


X — I AJ X — 1 As 
3 AJ ' 3 Al 


X«^ 

Al 


X» 


As 
A, 


X — I A § ^ X — I As 

L 3 Af ' 3 A, 


As 
Al 


X« X AJ 2(1 -X) A, 
3 AJ ' 3 Al 



On voit qu'elles ne dépendent que de deux rapports. 
En posant 



(8) 



on peut les écrire 



Al 



= w, 



Ai 



= -Xi>, 



(D) 



I — X» , 2(X«— X) .. X — I , X-X* s 
-3-'"^ 3 ' ^" -3-"-^-3— ^ » 

X«M — X« M 



X — 



w 



X-X« 



a 



X»— X, , , 

— y— (M«-i-2W) ^ 



ou encore 



'[_3aî-htV3(w»-H2V)] 



i[w-i-iV3Mj ^[-3m»-+-2V3(w'-H2P)] 

- ( i-f- «V^ ) w 



{< 



— (M«-+-2t^) 

/3 



En posant w = w'+ m", ç» = i^' + ^V ( a', i/', r', p" réels), on trouve que les 
A. 2 
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coefficients de i dans ces expressions sont 



(E) 



u'u" 



2/5 v/3 



»/^ 2 



e^'i__j4»i 



--(a'+e*V3) 



— u' II' -h 



u'^—W 



0.}/% \fZ 



Û 
2 



2 



M" 



v/3 /3 



m'î __ u'^ 2 



v/3 /3 



7. Pour que les périodes de nos trois intégrales prises pour constantes 
de fonctions Q à trois variables conduisent à des séries convergentes, il faut et il 
suffit que la forme quadratique qui a pour coefficients les éléments du Tableau (E) 
soit définie et positive. Or, étant donnée une forme quadratique ternaire 



si Ton pose 



D = 



a b' b' 
b" a' b 
b' b a 



A = a'a'— 6», A'=a'a-6'î, h" = aa! - b"^. 



les conditions pour que la forme soit définie et positive sont que les quantités D, 
A, A', A", a, a', a" soient positives. Dans le cas actuel, D est le déterminant du 
Tableau (E). Or, si dans ce déterminant on ajoute les éléments de la deuxième 

ligne multipliés par u' et ceux de la troisième multipliés par - à ceux de la 

première, celle-ci a ses deux derniers éléments nuls et il vient 



1/3 

2 

U." 




Ur 


v/3 v/3 



D = [- *^„'.+ V^(a'.- «'«)- ^v'I 



quantité toujours positive. On trouve ensuite 

^ 4 

A > o et h."> G exigent que l'on ait 



= î^(a'«-ha'«-f-2p')î, 



A' 



2 



(9) 



u'^-{- tt'*H- 2V'<0, 



et cette condition suffit pour que Ton ait A' > o, carde 2 t>'< — {u'^-\- w"^) il suit 
p'2>|(w'2+«"^)^ Enfin, on a 



a = a'a'-f- 



/3 /î"'' 



a, = — 



a = — 



u'* — m"» H- 2 v' 
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a' est toujours positif; al' le sera si (9) est vérifiée, car ai''^— («'''-^ w"*) 
entraîne 2 p'< — (a'^— w^»); enfin, pour que (9) entraîne a>o, c'est-à-dire 
4^'< 2v/3 u!u!'^ w'2_ ^^//a^ il suffit que p^n aj^ 

or celle inégalité est toujours vérifiée, car elle se réduit à 

(v/3a'-f-w'')*>o. 

Ainsi la seule condition nécessaire et suffisante pour que la forme considérée soit 
définie et positive est que Tinégalité (9) soit vérifiée. 

Telle est en même temps la condition pour que les séries Q soient convergentes. 
On voit que /' peut être quelconque, mais le point (a', a", ç'') doit être situé à 
l'intérieur du paraboloïde de révolution 



r'î _U m'î ■ - -' 



Nous avons posé u=^ u' -^ iu'^^ (; = ç;'-|- tV"; posons maintenant 

m, /z, Pj q étant des quantités réelles, nous aurons 

u = m > u=- — n. v=p — -> p= — q. 

2 2 * 2 A ' 

d'où 

u'^-h u"*-^ IV = (ni j -h j/**-!- ^P — q =: m^— mn'\- n^-^-ip — q = awi -+- P -h ('i- 

Ainsi la condition (9) exprime encore que le point {u, i^) doit être à l'intérieur 
d'une certaine hypersurface de l'espace à quatre dimensions (m, /i, /?, q) 

ni^ — mn -h /i* -h 2/> — q = o. * 

Enfin, cette même condition (9) peut s'écrire, en introduisant une troisième 
variable complexe d'Iiomogénéité w et sa conjuguée (V|, sous la forme suivante : 

(10) F = uui-{- vtvi-hvivff <io. 

8. Les quantités A|, A2, As et par suite les deux rapports 

Ai- At 



ne dépendent que des quantités a,, P/, y/, S/, c'est-à-dire des valeurs des intégrales 
primitives prises le long des lacets; or, ou sait que ces valeurs ne dépendent que 
des points critiques a, ^, y, S. Mais, de plus, il est facile de voir que u et ç ne sont 
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fonctions que de deux variables seulement. En eOet, en posant 

l'équation (i) devient, après suppression des accents, 

(II) -8»-£(^ — i)(f-ar)(«— ^') = o. 

Sur cette nouvelle courbe, on peut répéter tous les calculs qui viennent d'être 
faits sur la courbe (i); il suffit de remplacer a, p, y, S respectivement par o, i, x^y^ 
et ainsi u q\.v apparaissent comme fonctions des deux variables x ely. Ces fonc- 
tions sont multiformes, car si x^ par exemple, décrit un contour fermé entourant 
un autre point critique, a et (^ ne reprennent pas mêmes valeurs, mais subissent 
des transformations linéaires dont je ferai Tétude détaillée dans la deuxième Partie ; 
je vais d'abord considérer inversement ^ et^ comme fonctions de u et de r. 

II. — Problème d'inversion. 

9. M. Picard a montré qu'en appliquant la formule d'inversion des fonctions 
abéliennes due à Riemann, on peut exprimer x ely au moyen de fonctions Q con- 
struites avec les éléments du Tableau (D) comme périodes, et dont les arguments 
ne dépendent que de {/ et de v, A la suite de M. Picard, je prendrai celte formule 
d'inversion telle qu'elle est donnée par Briot dans sa Théorie des fonctions abé- 
liennes (p. 157). [Aux notations près, elle est donnée sous la même forme par 
M. Jordan dans le second Volume de son Traité d^ Analyse (p. 624).] On peut 
l'écrire 



mn 



e[«,_u<«(î;. îi;i)-c/] 



nr ^(tk, zk) '] _ I T-f o[«f— u 
L'"^'^?(<*, ^t)J ~ E 11 e[ai-U<«(U. 1a)-G/] 

On suppose les variables t ei z reliées par l'équation d'une courbe 

At,z)^o 

de degré n et de genre p; ç(^, 5)=©, if{t^ 5)=o sont deux courbes quelconques 
de degré m\ (^a, yja), pour /i-=i, 2, ..., mn^ sont les points d'intersection 
de/= o et de <p = o; (i]i, r.i), pour les mêmes valeurs de A, sont ceux de /= o 
et de <p + pt. tl = o, où [JL est un coeflicient numérique. La fonction qui figure 
dans le second membre est la fonction à p arguments dont le /**"• seul est écrit; 
U^''(^, 5)(« = I, 2, . . .,/?) sont les intégrales normales de; première espèce prises 
toutes à partir d'une même limite inférieure; U^'^(Çaï fih) est Tune des valeurs 
arbitrairement choisie que U^'^(^, 5) prend au point (Çy^, r\/^); U^'^(ii, T^i) est 
celle de ses valeurs au point (Ç^, 7;)^), qui se déduit par continuité de la valeur choi- 
sie pour U^'^ (Sa) ^ia) quand on fait varier u d'une manière continue à partir de zéro. 
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Les quantités U^'^(Ç';|, 7)j[) étant ainsi déterminées, on sait que Ton a d'après le 
théorème d'Abel, pour « = i , 2, 3, .,.,/?, 



mn 



A = l 

(^4, Zi), (^4, ^2)1 ••• (^/>î ^p) désignent/? points arbitrairement choisis et Ton 
suppose 

ces relations ne définissent les quantités r/|, . . ., r/^ qu'à une période près que 
Ton peut choisir arbitrairement sans modifier le second membre de la formule; 
les quantités Ci{i= i, 2, ...,/?) sont des constantes dont la valeur exacte est 
difficile à calculer; on sait seulement que la somme des valeurs que prennent 
respectivement W*\ l]^^\ . . ., V^p^ aux points de rencontre de /= o et d'une 
adjointe quelconque d'ordre /i — 3 ne diffèrent de 2C1, 2C2, . • ., 2C;,que par une 
période. Enfin E est une quantité indépendante de ^1, ^29 • • •? ^p que l'on déter- 
mine en donnant à ces variables un système particulier de valeurs. 

10. Supposons en particulier que la courbe /(^, z) = o soit la courbe (11); 
nous aurons n = 4? /> = 3 ; pour (p=:oetcp-|-[jnj;=o, nous pouvons prendre 
les droites / = o, t — 1 = 0; cela revient à prendre pour J/ = o la droite de l'infini. 
Les points (^a, r[/i) sont alors au nombre de quatre, ainsi que les points (Ç][, Va)) 
mais ces deux groupes de points ont en commun le point de l'infini, et le facteur 
correspondant disparaît haut et bas dans le produit du second membre; les trois 
autres points (5a> ^a) sont confondus avec (o, o) et les trois autres points (^\ , r/^j) 
avec (i, o), nous avons donc 

^ ' \ tj\ tJV tt)~ E 0>[«i-U<«(o,o)-G,] 

avec 

(i3) «,= Ui«(<„*,) + U'"(f„^,) + U(«(<„a,) (» = i,a, 3). 

La courbe (ii) n'ayant pas de point double, toute droite est une adjointe 
d'ordre n = 3; prenons la droite de l'infini, elle a avec la courbe un contact du 
troisième ordre. Nous aurons 

(i4) C.= a UC («,«)- ^ (1 = 1,2,3) 

en désignant parpi, p^^ p^ une période convenablement choisie (*). 

(*) M, Picard se sert de la droite z = o qui rencontre la courbe aux points (0,0), (1,0), 
(j?, o), (y^ o). L'idée essentielle de sa méthode est de prendre une droite qui ne rencontre 
la courbe qu'en des points critiques. La droite ^ = o et la droite de l'infini vérifient toutes 
deux cette condition, mais la droite de Tinfini conduit à des calculs notablement plus simples. 
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Enfin, le facteur e*^*' se calcule de la manière suivante : D'après la théorie 
générale que je viens de rappeler, nous avons pour chaque valeur de i trois quan- 
tités U<'^(i, o) qui sont les valeurs de U^'^ (^, z) aux points d'intersection 
de/{t, 5) = o et de ^ + UL = o quand pi variant d'une manière continue à partir 
de zéro a pris la valeur — i . Ces valeurs de U^'^ (i ? o) diffèrent en général les unes 
des autres par des périodes', le facteur e*'^''^ est celui qui s'introduit quand on 
débarrasse les arguments des fonctions 8 de ces périodes, d'après une formule bien 
connue que je rappellerai plus loin (29). Uf'^(i, o) désignant une quelconque des 
valeurs de l'intégrale U^'^ au point (i, o), supposons que les trois valeurs déduites, 
comme nous Tavons dit, par continuité soient 

UU)(i,o)-+-/)i, U('J(i,o)-t-K V'Hi .0) -h p7 , 
où 

Pu Piy Pzy Pif Ptf Pif Pif Pty Pi 

sont trois périodes; on voit facilement que le facteur e*'^*^ sera le même que si 
une seule des fonctions contenait la période 

Pi=yt-H/>î+/>7, Pi = />î-^/>ÏH-i>;, ^s = Pz-^Pl-^Pz' 

Cette dernière période se déduit immédiatement du théorème d'Abel qui donne 

3Ui'^ (i ,0) -h P,— ■ 3Ut« (0,0) = o 
ou, si l'on veut, 

(i5) 3[a^_U('^(r,o)-C/] — P/— 3[a/-U('J(o,o) — C/] = o. 

Pour abréger le langage, je dirai que les arguments tels qu'ils figurent dans la 
formule (12) ont été débarrassés de la période P. Si de plus, dans les expressions 

des quantités C/, on a laissé de côté la demi-période ~^> t^> — > je dirai que les 

arguments ont été débarrassés des périodes P et p, 

H. Faisons dans la formule (12) ^, = ^2=^3= 00, le premier membre se 
réduira à i et Ton en déduira la valeur de E*; puis en faisant successivement 
^, = X, t2=^t^^=zco et ts=^y^ t2= t3 = co^ nous obtiendrons des expressions 

de I — - et de I • D'autre part, dans ces expressions, les arguments de la 

fonction 6 seront des sommes de valeurs des intégrales normales U^'^ prises d'un 
point critique à un autre point critique; grâce aux calculs faits plus haut, il sera 
facile d'obtenir les valeurs de ces arguments en fonction de u et de ç^ du moins 
en négligeant une période et une demi-période; la période sera déterminée par la 
relation (i5); quant à la demi-période, nous renverrons son calcul à la fin de ce 
Travail. 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS IIYPERFUCHSIENNES. l5 

12. Nous avons vu que les inlégrales normales de première espèce sont 

où les quantités /i, A*, /sont fournies par les relations (7); il en résulte 

Ua)= (i~^)(^iA3-X «6 3At)Q _^ (i^X )(X»a3At-a tA3)U ^ (!->0\V 
3(«i^8— «3^i)Ai 3(ai^3 — ti3ii)Ai ;5Ai 

(.6) / U'«'= '"." - *'f , 

^jr5»^ (^-^')(^iA8~^>3A,)Q ^ (X-X«)(a3At-^a,A3)U ^ (X-Xî)\V 
3(ai^3 — a^bi) Xi 3{aibz — a36i)At 3A| 

13. Un point critique quelconque est suffisamment désigné parla valeur de l 
qui lui correspond, soit t cette valeur. De même, pour le point initial (to^ Zq)^ 
si nous convenons de le placer sur un feuillet déterminé, par exemple, sur le pre- 
mier, il suffira d'indiquer son abscisse to. Ceci posé, WJ^ indiquera la valeur de 
l'intégrale W prise du point (^o? -^o) au point critique d'abscisse t, et de même 
pour les autres intégrales. 

■ 

14. Reprenons le Tableau (A) en remplaçant seulement à la première ligne a, 
^, Yî 2 paro, i, a:, y. 11 est facile d'exprimer les quantités qui y figurent en fonc- 
tion des intégrales W7,, ûf.? Uf,- O"^ sait, en effet, que le lacet décrit du point /o 
au point critique t peut se réduire à un chemin allant de t^ en t, à un cercle infi- 
niment petit ayant t pour centre dont la description n'a d'autre effet que de mul* 
tiplier z par une puissance de X et au chemin initial décrit en sens inverse. On voit 
ainsi d'abord que l'on a 

ai = (i-X«)Wf., p,=(i-X«)W?., y. = (i-X«)VVJ:, a, = (i-X«)W^., 6,=(i-X)W,-; 

puis, en vertu des relations (2), on a, pour £ = 1, 2, 3, 

j a,= X*-'(i-X»)\V?„ P,= XW(,_X«)\V/., 
^''^ j Y,= X*-/(i-X«)W5, 8/ = X*-'(i-X«)Wj;, 8/=Xv-'(i-X)W,:; 

de même, en vertu des relations (3), 

^'"^ j a? = X'-i(i-X)U?., P? = X'-i(i-X)U/., T? = *X'-Ui-X)Uf., 8? = X'-i ( 1 - X ) U?;, e? = X'-i(i-X«)lJ,:. 

On passe des coefficients des relations (17) à ceux des relations (17/ en chan- 
geant X en X*; on a, en effet, 

Xm-/)=Xî-»'=X'-«. 



J 



(i8) 
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Décrire le contour du domaine de Finfini dans le sens direct revient à décrire 
dans le sens rétrograde un contour entourant les quatre points critiques à distance 
finie; on a donc, par exemple, 

Ceci posé, les relations (4) donnent 

A| = p,-HY«-^5,=:-6i-at3=(X-i)Wr.-X(i-X«)W?.= (X-i)Wf, 

A, = -a,-p,-Y3 = ^^*~0W?.-+-XHX«-i)W/.-X(i-X«)W;^ = (X«-i)W?-(X-i)W-î, 

A,= 6i-4-8|=X«(i-X)Wr.-(X«-i)VV^. = (Xî-i)Wy, 

A3=:-p,-i-Y3 = -X(i-X«)W/.-4-X(i-Xî)WS = (X-j)\Vf. 

En combinant ces relations, on trouve 

A,-+-A3=(i-Xî)W}, 

X«Ai-(A,-+-A3) = (i-X«)VV;-(i~X«)WS=(i-Xî)W?, 

A,-hA8H-X«A3=(i--X*)W«-H(i-X»)Wf = (i — X«)Wf, 

X»Ai — (A,-i-A3)-+-A, = (i-X«)WT-(i-X«)W-=(i-Xî)WÎ, 

A,-+-As-+-X«A,-A,= (i — X«)\ViH-(i~X«)\V{ = (i — X«)WJ. 

Entre les a et les û et entre les h et les U, on a des relations qui ne diiTèreni 
des précédentes que par le changement de \ en \^ ; on en déduit, en tenant compte 
de l'identité (X^^— i)(). - i) = 3, 

ûî= i^"(Xa,-a,-a3), UT= ^^\xèi - ô,- 6,), WT= i=li(XtA,- A,- A,). 

iiï=^«i, Uî=^6„ Wj=^A„ 

ûf=^^a3, Uf=^:id„ Wf=^^'A3, 

"Î=i=^'(aî-Xîa3), Uî= i:^A!(6,_Xî6,), Wî-=1:=^(A,-XA3), 

ûî= i=il(Xa,-a,), Uî= i:Z^(X^,-63), Wï= i:=^(X«A,- A3), 

lii='-^(Xai-+-a,), U;= L=^(Xi,,4-6,), Wî= i^(X»At-i- A,). 

15. Au numérateur et au dénominateur du second membre de Téquation (12), 
les t^™*' arguments de la fonction 8 débarrassés des périodes P et /? sont des fonc- 
tions linéaires des valeurs de l'intégrale U^'^ prise entre différentes limites; je 
désignerai respectivement par N[U^'^] et D[U^'^] les opérations à effectuer 
sur U^'^ pour les obtenir. D'autre part, en vertu des relations (16), U^'' lui-même 
est fonction linéaire de û, U, W; on a, par suite, en désignant comme plus haut 
les coefficients de cette dernière relation par A/, A*/, //, 

^'^^ I D[U(')] = A,D[Û]-+-^/D[U]H-//D[\V]. 
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16. Arguments de E. — En faisanl /, = ^2= ^3 = 0^ et t^ désignant toujours 
le point initial des intégrations, l'équation (i3) donne 

On a donc 

DtUu-^] = 3[Ut/)jr.- [U('']?.- a[U('']r„= [Uî'']î, 
d'où, en vertu des relations (18), 

N[U] =1^(X6, -.^,-63), D[U] =^^i^ 
N[\V]=i:=^(X«A,-A,-A3), DtW]=^^A,. 

Portons ces valeurs dans les équalions (19) et introduisons u et p, nous aurons 
pour les arguments de E débarrassés des périodes P et/>, 

(20) ^ N[U(«^]= i{X~Xî)(u-+-X), D[Ut*'J= 0, 

17. La période P est déterminée par la formule (i5) qui peut s'écrire 
(pour i ■= 1 , 2, 3) 

3N[U('^] — Pi— 3D[U^'J] = o. 
On en tire 

IP, = X« M' -4- ( X — Xï)i^ — X» M, # 

P, = (X--X«)(M-+-X), 
P3= a*— w. 

Désignons les périodes normales de U^*^ U^^\ U^'^ de la manière suivante : 



U^»V I o o T|i Tu Tij** 
U^*^ I o I o Tu T,i Tî3. . 

U^'^I^O o I Tsi T3, T33^ 



Tout système d'expressions de la forme 

/ V1-+- v'iTn-f-v'jTiî-hvixia, 

(m) l Vj-f-v'iTîi-^ viT,t4- viTjj, 

\ V3-hv', T3i-h vlTjs-hVjTas, 



j w3i-r- »£ '•Zt^r- fj 

3 
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OÙ les V et les v' sont des entiers, constitue une période. Or, des valeurs des 
périodes normales de seconde espèce, qui sont contenues dans le Tableau (D), 
on déduit 

SXîM = "lî, X^U^ -h (X — Xi)ç = — 2-:,,— Tis, 

— X«=T„, (X— XÎ)U=— 2T„-T„, 

[ W='3«» «*' = — 2T3I — T33, 

il en résulte 

Pj = — 2^11 — Tu — Tij, 
(24) - { Pî = — ^'^21 — 'îîî— "^23, 

P3 = — 2x31 — Tas — tas ; 
c'est bien un système d'expressions delà forme (22), c'est-à-dire une période. 

18. Arguments de E(i j et de Efi — -V — En faisant /^ = x, 

t2= 1^=^ ao, nous aurons 

en procédant comme dans le cas précédent et en nous servant de notations ana- 
logues, nous aurons 

D'où, en vertu des relations (18), 

N'[û] = ^lA a,, D'[û] = i::iA!(a,- X»a3), 

N'[U] =^^^3, D'[U] =1=^'(^,-X«6,), 

N'[W]= ?^ A„ D'[W]= -^ (A,~ XA,), 

et l'on trouve pour les argunients de Ef i j débarrassés des périodes P et p 

(25) { N'[U{«)]=^^, D'[U(î^]=i(X»-X)(a-i), 
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Enfîn, en faisant tt =^, ^2= ^3 = 00, on a 

ui= Uu-^]j;+2[U(')jr., 

N'[Û] =iZL^(Xa,-a,), D'[û] = il^(Xa,-h a,), 



N'[U] = 
N'[W1 = 



3 

i-X* 



i-X 



ab^-b,\ D'[uj 



(XïA,-A3), D'[W] = 



3 

i-X« 
3 

I — X 



(X6,-i-6,), 



(X«A,-+- Aj), 



Il en résulte pour les arguments de Ef i j débarrassés des périodes P et /? 



N'[U(«'] = - -3" -|» D'[U^»M= i[-X«wtH-(X*-X)i^-2], 



(•26) 



X«— I 



D'[U':2'J= i(Xî-X)«, 



D'[U(3J]= ^i-^ui-^i). 



II est facile de vérifier que les relations (26) et (26) donnent pour les quan- 
tités Vi les mêmes valeurs que les relations (20). 

19. Les expressions (20), (v5), (26) sont des tiers de périodes. En effet, en 
vertu des relations (23), on peut les écrire 



iNfUt»^J = — :j[a'C,,-hTij-hX,3-4-2], 



D[.U(«^]=-|, 



N[U^«']=~-[2X„-4-T„^T„H-l], 



I 

3' 



D[Uf»'] 



N'IUU)1= ^xi„ 



I 



D'[U(iJ]= -[2T„-i-2'C,,-4-Tu], 



N'tU(*']= 3 [^21- 2], 



D'[U(«^]= -[2T„H-2T„--T53~.], 



N'[U^5J]= 5T3,, 



D'[UUM= 3[2t3i-^'^-X3,+ T33j; 



N'[U(»M = --J'n^-^]i 



D-[UttJj=i[2Tn-f-T„--2], 



V[U^î^] = -3[t„-m], 



D'[U^»J]=-[2T„-hT„|, 



N'lUt8'] = -^[x3,-i], 



D'[Ut3)]=i[2T3,-+-T33 4-lJ. 



ijC sont bien des expressions de la forme (22) divisées par 3. 
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(•>.9) 



20. Il est en général plus avantageux, de conserver les expressions en u et <*. 
Pour rappeler que ces arguments dépendent de ces deux variables, j'écrirai 
désormais (i= i, 2, 3) 



(27) / N'[U^'J]-t-^ = :rJ»H",^), D'[U('J]-+-^=a7i>H",<'), 



Ce sont les arguments débarrassés seulement de la période P. 

21. Soient e^^''^, e^'^^^\ e'^^^' les facteurs qui s'introduisent quand on débarrasse 

les arguments de la période P dans les expressions de E, de Em j el 

de E( 1 ] respectivement, on aura 



Posons 



K'— K^E', K'— K = E', 



nous aurons 



I = gltlE' 1 — 



(a8) 



J7 



I 






y ^^[co 



»^(M, (Oiôn^/'V«. 01 






'\u, s^)]^^[œf\u, s;)] 



22. U reste à calculer les facteurs e*'^'^, e*^^^"; d'après ce que j'ai dit plus 
haut, on les obtient en débarrassant les arguments de la période P dans les 
expressions 

ef:rî»^(a, P)-P,l e[a7i*^(w, P)-P,l 



Or, on a la formule connue 
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et d'après les formules (24)) ^^ ^ ici 



[l en résulte 



v', = — 2, v', = — I , v'j = — I . 



E' = i[x^f^ — x\^^] 4- a^i»^ - x''^^' -+- x'^^-^ x\}\ 



c'est-à-dire 



^^^^ )„ Xî-X , X-X» 1^. ,,^ X«— X. , 

fE'= — ~ — a«-h — ^ — w-f- -(X — X«)(' = — ^ — (u«— a — 2i'). 

23. Il résulte de la théorie générale de la formule d'inversion que les expres- 
sions (28) définissent j? et^ comme fonctions uniformes de u et de v\ si donc, 
ainsi que je l'ai indiqué plus haut, u ei v peuvent prendre^ pour les mêmes 
valeurs de ^ et dey, une infinité de systèmes de valeurs se déduisant de l'un d'eux 
par un groupe de substitutions linéaires, x ety seront bien des fonctions hjper- 
fuchsiennes de u et de v. Ce fait sera mis en évidence dans la seconde Partie où 
je vais étudier ce groupe de substitutions. Toutefois, l'invariance de x ety aux 
substitutions de ce groupe effectuées sur u et v suppose que la demi-période 



^'. 


Pi 


P3 


2 


2 


2 



que contiennent les arguments a été convenablement déterminée; les résultats de 
la quatrième Partie, dans laquelle j'ai fait l'étude des transformations que subissent 
les fonctions 6 quand on effectue sur u eï i> les substitutions du groupe, me per- 
mettront d'effectuer indirectement cette détermination. 



DEUXIEME PARTIE. 

ÉTUDE D'UN GROUPE DE SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 



I. — Rotations des points critiques les uns autour des autres. 

24. Reprenons la courbe fondamenlale sous la forme (i) en laissant indéler- 
minés les quatre points critiques à distance finie. Si l'un de ces points décrit une 
courbe fermée autour de F un des autres, les valeurs des périodes sont modifiées, 
quoique les points critiques soient, après le déplacement, les mêmes qu'aupa- 
ravant; Ce sont ces transformations des périodes et par suite de u et de v que je 
vais étudier. 

Pour plus de netteté, je considérerai a, p, y, 8 comme des poiuts fixes dans le 
plan et je désignerai les quatre points critiques de la courbe (i) par A, B, C, D; 
ces points critiques seront susceptibles de se mouvoir dans le plan, mais ils seront 
assujettis à coïncider initialement avec a, p, y, 5 et à ne décrire que des courbes 
fermées. 

Quand un point critique se déplace, il entraîne avec lui la ligne de passage 
correspondante; il sera commode, pour mieux se figurer les résultats, de supposer 
que celle-ci change en même temps d'orientation de manière que les lignes de 
passage ne se coupent jamais à angle, mais que si un point critique B doit fran- 
chir la ligne de passage d'un point critique A, ia ligne de passage de B est de- 
venue auparavant parallèle à celle de A, de manière qu'au moment de la rencontre 
les deux lignes coïncident comme droites indéfinies et soient de même sens; il 
est clair alors que, dans la partie qui leur est commune, ledrs eff*ets sur réchange 
des feuillets se superposent. Toutefois, pour bien préciser les résultats, il im- 
porte encore de définir comment change l'orientation d'une ligne de passage quand 
son point critique décrit une courbe fermée. La convention à Laquelle je me suis 
arrêté est la suivante : Je suppose que la ligne ne tourne pas toujours dans le 
même sens de manière à décrire toute la portion du plan extérieure à la courbe 
tracée par le point, mais que, vers le milieu du parcours, son mouvement change 
de sens de manière que, soit à l'aller, soit au retour, elle décrive l'aîre limitée par 
la courbe du point et qu'en outre elle décrive les deux fois la mêr.ie portion du 
plan. Cette convention, le plus souvent, facilite les constructions; une conven- 
tion contraire aurait pour efl'et de faire passer les courbes d'un feuiFlet à l'autre 
et par suite de multiplier les valeurs de l'intégrale par une puissance a'e X. 



V 

v 






« 
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Il suffit, après chaque déplacement des points A, B, C, D, de calculer les nou- 
velles valeurs des trois périodes A<, A2, A3, dont dépendent immédiatement 11 et v] 
il suffit donc d'étudier les déformations des trois courbes M|, L|, M2 de la 
figure I. Les formes initiales de ces courbes sont représentées à part sur la 
figure 2. Pour chaque déplacement, je donne les nouvelles formes de ces courbes 
pour une ou deux positions intermédiaires du point mobile et ensuite pour sa 
position finale. Le calcul des périodes relatives à Tétat final se fait immédiatement, 

Fig. 2. 




comme pour Tétat initial, en fonction des a/, p/, y/? 8/, en considérant les lignes 
de passage traversées par la courbe; j'identifie ensuite la valeur trouvée avec 
une combinaison linéaire des valeurs primitives des trois périodes, c'est-à-dire 
avec Texpression suivante 

qui, en vertu des relations (2), peut s'écrire 

(3i) a|(— /i) H- 3i(m — /iX« — pX) -h '{i{m'k^ — n\ -{- pX) -^ ^i mX, 

Cette identiûcation fournit quatre équations. Dans chaque cas, elles se ré- 
duisent à trois^qui fournissent sans ambiguïté m, n, p. Il en résulte que dans 
tous les cas, les nouvelles valeurs des périodes sont des fonctions linéaires et 
homogènes des anciennes; u' et ç' désignant les nouvelles valeurs de u et ^, on a 
des relations de la forme suivante 



~ Mi-h Pifr» -f- Ri w' 






(*) La forme de ces résultats est connue a priori d'après la théorie de la transformation 
linéaire que je rappellerai plus loin. 
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Il sera avantageux de grouper les coefficients dans un Tableau; je les écrirai 

dans l'ordre suivant 

M, P, 

M, Pî 
M3 F: 

Si et Sy étant deux substitutions ainsi représentées, j'ai adopté, pour effectuer 
le produit S/Sy, la règle suivante : L'élément de la A'^"^ ligne et de la /'*"* colonne 
de S/Sy, s'obtient en combinant les éléments de la A»^"® ligne de S/ avec ceux de 
la /*^™« colonne de Sy. 

25. Il suffit évidemment de faire mouvoir chaque point critique autour de 
chacun des autres séparément, car un contour entourant à la fois deux points 
critiques est manifestement équivalent à deux contours entourant respectivement 
chacun d'eux. De plus, étant donnés deux quelconques des quatre points, par 
exemple A et B, qui sont initialement le premier au point a, le second au point p, 
il suffit de faire tourner soit A autour de ^, soit B autour de a; en effet, quand A, 
par exemple, tourne autour de ^, on peut déformer le chemin qu'il suit de 
manière à le faire passer infiniment près de p, on a alors un contour formé de 
deux chemins allant de a en j3, et il revient au même de le faire parcourir soit par 
le point A, soit par le point B, pourvu que les deux mouvements se fassent dans 
le même sens; dans les deux cas, en effet, les constructions sont les mêmes à 
l'ordre près qui est sans influence. Les déplacements à étudier sont donc au 
nombre de six, nombre des combinaisons de quatre choses deux à deux. Nous 
considérerons les suivants. 

26. Rotation de C autour de p. — Sur la /ig, 3 comme sur les figures 

Fig. 3. 




/!- .-- 



//y 



i 

I / 
I / 







iXiS"' y 



A / 




suivantes, le Irait pointillé indique le chemin suivi par le point mobile; les 
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flèches placées à côté de la figure indiquent la région décrite par la ligne de 
passage à Taller et au retour. 

h^fig. 3 suppose que le point C décrit sa courbe dans le sens rétrograde. 

On déduit immédiatement de cette figure 



a; = A,, a; = A„ a; = p,-^ p,-+- yi = ^*a,. 



Il en résulte 






On a la substitution suivante 



S, 



p o o. 
loi o j, 



Sî = 



1 o o^ 
o I o , 
o o X J 



Sî=i 



S| admet la période 3 ; on a donc SJ= S7*; il serait facile de trouver directement 
cette substitution; il suffirait de faire mouvoir C sur sa courbe dans le sens direct. 
Cette remarque s'applique aux substitutions qui suivent. 

27. Rotation de C autour de c. — C décrivant sa courbe dans le sens rétro- 



Fig. 4. 





• * - ft ■ 






V-... 




grade, on obtient \^fig' 4* On en déduit 



A', = A,, 

a; r= — 53 — Yt-H Sj— p,— a,. 



A. 



4 
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D*où, en identifiant avec l'expression (3i), 



En (in 



— I = — n, — X2=m — nX* — /?X, 
X« — X = mX, — X*=/iiX* — /iX-f-/>X, 
m = X — I, n = i, ^ = I — X*, 

— X«^ = X« — i-M'-t-CX — X«)w. 
A', = Pi -4- ?, — 8, -h Yj -+- Sj. 



D'où, en identifiant avec (3i) 



m 



= i-X, 



/l = O, 



/? = X«, 



Ai 

A, 



J^ =,_X-hX«i*. 



Il en résulte 




v' = X>-- i-f-i^-f-(X — X»)w. 
a' = I — X -h X*a, 



j^ . o o ^ 
I = X - I I I - X» , 
|^X«— X o X J 



Sî = i. 



28. Rotation de D autour de p. — La Jig. 5, qui représente cette rotation 

Fig. 5. 







effectuée, donne 



Aj = Al, 

a; = — 5,— Yî— Pi-^-Yi-^-^«— Yi— «i = (^--OAi-f-A,-+-(i— X)Aj, 

A;=p,-f-pi-hYî-^5»-*-Tt-5i-Ï3 = (i-X«)A,-f.X«A,. 
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D'où 

Al 

p' = X* — I -h p-f- (i — X*)m, 



S,= 



X«— I I I — X» , Sî= X — I I I — X , SJ = i. 
^i_X« o X»J 1,1 — Xo xj 



S9. La subslilulion 83 vaut pour une rotation de D autour de ^ (ou de B 
autour de S) efiectuée dans le sens rétrograde en coupant à Taller et au retour la 
ligne de passage de y. Le chemin ainsi décrit par D équivaut {^fig^ 6) à trois lacets 

Fig. 6. 









\\\\ ! 

"L -4 \« . 

issus de S : au lacet y décrit dans le sens rétrograde, au lacet ^ décrit de même 
et au lacet y décrit dans le sens direct. Au lacet y correspond, ainsi que nous 
venons de voir, la substitution S2; désignons par S, la substitution qui correspond 
au lacet ^ décrit par D dans le sens rétrograde, nous devrons avoir 



818381=83, 83 = 818381, 



c'est-à-dire 





O5 — I. 



D'autre part, la substitution 83 correspond aussi à la rotation de B autour de S, 
pourvu que Ton suppose que B décrit sa courbe dans le sens rétrograde et qu'a 
l'aller et au retour il coupe la ligne de passage de y. Ce chemin de B, comme 
l'indique \^Jlg- 7, peut se décomposer en trois lacets issus de ^ : le lacet y décrit 
dans le sens direct, puis les lacets S et y décrits dans le sens rétrograde. On doit 

donc avoir aussi 

S3=8}838i, 83=818381, 

relation qu'il est facile de vérifier. 
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Il en résulte les identités 



s,s; s| = s\ s; Si, s» s,s, = Si s.sj. 






^^ 






Fig. 7. 



J 



P 






I 
I 
I 
I 



«'s 



A 



On peut les écrire 



oiS]Sj= Ss^i^ii 010201= St^i^s» 



S 3 est permutable avec S2S1 et S', avec S| S^. 



30. Comme vérification, cherchons directement la substitution ^'^ (elle conduit 
à une construction un peu plus simple que S',). Il suffit pour Tobtenir de faire 

Fig. 8. 





passer D à Taller et au retour entre a et y et de lui faire décrire sa courbe dans 
le sens direct. On obtient ainsi la fig. 8, d^où l'on tire 

A'i = Al» 

a; = piH- 8,- p,- 81 — Y»— P«— «1 = (X — X«)Ai-h A,-+- (i - X«) Aj, 

Ai = p,-+- p,— 8,-f- Yi-+- 8, = (X«- 1) Aj-T- X A,. 
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D'où 

_X«^ =X-l + i.-H()l-).')tt. 

\ h'=X»-h-Xu. 
On retrouve bien la substitulion S','. 

3i . Rotation de D autour de a. — Pour retrouver directement la substitution 
de M. Picard, il faut faire décrire à D un cbemin coupant à l'aller et au retour les 
lignes de passage de y ^^ de ^, ce qui complique iautilemeut la coustruction. En 




supposant que D aille directement tourner dans le sens rétrograde autour de a, 
sans couper les lignes de passage de ^ et de p, on trouve la Jig. 9, d'oii l'on tire 

A', =— a,-i-S,-i-a,+ p,-f-f,= XA,-(-(X' — X)A„ 

a; =_a,+ 8,+ a,-f,-?,— a,-S,= (X-i)A,-i-aXA,.. 

a; = A,. 



D'où 



_Xi^=Xi_,-îX^, 



Si= X« — I — 2X o I, S'i'= X — I X« u I, 



l 
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32. Le contour relatif à la substitution S4 de M. Picard peut être décom- 
posé {^fig^ 10) en cinq lacets issus de S : les lacets y, |3, a décrits dans le sens 



Fig. 10. 



\ \ 



:é: 



N 
S 
N 



\ 



ol<^ 






t i • 



rétrograde, puis les lacets ^ et y décrits dans le sens direct. On doit donc avoir 

S4=S,SiSiSi«Sî. 

Pour effectuer ce produit, commençons par former 



2, = S,S'3=| ^*— ^ ' o • 
t o o xj 



Cette substitution n'est pas périodique. On a 



et, en particulier, 



2î=j n(X«- 



o o 

— X) I o 
o X" 



[ï 00" 
X — X» I o 
o o X»^ 



En formant S, S^ S,*, on trouve 




Sî= 



X« X- 



f o 



X — I — 2X* o 
o - o I 



c'est bien la substitution de M. Picard. 



Sî=i, 



33. La substitution S< correspond à une rotation rétrograde de D autour des 
points Y et p. En effet, la fig. 1 1 , qui représente cette rotation effectuée, donne 



— ai = (X«— i)A,H- A„ 



A', 


= A„ 








a; 


= -8,. 


-Y» 


-P. 


+-8i- 


a; 


= P.+ 


P.+ 


Ti = 


XA,. 
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D'oii 



Al 

Ai . 
Al 

i;'=X*— X + P, 
u'= u. 

Fig. II. 







/ / 

1 1 i ! ^ 
1 i i ! /*. 

• ' i ' "v/ 



■». 




\ 



C*est bien la substitution S|. 



34. Posons 



[X X«-i o^ 
o X o , 
o o xj 



d'où 



£? 




(XI X — I o "1 
o X« o I 
o o X«J 



On vérifie facilement la relation 



Sv=2,sv*; 



Sa doit donc correspondre à une rotation dans le sens rétrograde de D autour des 
trois points y, ^, a. On le vérifie facilement au moyen de la construction sui- 
vante (Jig' la). 

Elle donne, en efiet, 

A', = — «i-f- 8,-4- a,-H Pi-t- yj= ^Ai-4- (X»— X)Aj, 
a; = — y»— Pi— a,= XAi, 
Ai =p3-HPi-»-ï«=^A,. 
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D'où 



A', 



T^=X+(/«-X)(., 






ç = 



W = T 



Xm 



Fig. 12. 



/ / i- -^A \ \ 

:Sn» I \ \ ; 





< ^ 




mis 









(àl 



35. Rotation de C autour de cl, — Pour retrouver directement la substitution 
de M. Picard, il faudrait faire décrire à C un chemin coupant à Palier et au retour 

Fig. i3. 



, — — > 









"-«^ 



m 



î 



vr 



L, 



Ottf 



Ml 




/ •■••■ J 

/■ / -.Hp) 

/ ; !^.«. 





la ligne de passage de p. Sur hi fig. i3, au contraire, il passe les deux fois entre ^ 
et 8. 
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On déduil de cette figure 

\\ = — Y3 — «j-H YiH-«3-+- ?i-l-Yt-f- 03= A| -f- (X*— X)A2-+-(Xî— i;Aj, 

A', = A„ 

A3 = ?iH-pï— aî-»-7i-+-ai=(X2— X)Ai-4- X"A,, 



d'oCi 



A, 



-i. = I -f- (X«— i)v -h (X*— l)M, 



X«^ 

A| 

A' 



= ç. 



-r-^=(X»— l)(^-+-X«l/, 
Al 



V = 



U = 



I -h(X»— I) p H-(X«— i)«e' 

(X* — np-4- X»a 



[, x«— I X»— 1^ 
o X«— I X« J 



I X-i 

o I 

o X — I 




S3»=. 



36. Le chemin relalii à la substitution S;; est équivalent à trois lacets issus de y 



Fig. li 






.# 



\ \ 



/?fe 



//// 

V 



"---^^ 



'OL 



oTd* 



DT<f 



les lacets ^ et a décrits dans le sens rétrograde et le lacet ^ décrit dans le sens 
direct. Comme au lacet ^ correspond la substitution ^1, on a 

05 = S| S j o £ . 



On retrouve bien ainsi la substitution de M. Picard 



X«-i i-X 



Sk== 



x-x 



» x» ) 



Sî = 



01 ® r 

,0 i-X« X J 



A. 



S3 



= f 



5 
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37. Rotation de B autour de a. — En faisant tourner le point B autour de a 



Fig. i5. 



/ ...• \. N 

/ .• \ \ "* 

/ / ..•• ••-. \ \ 

/. • •■ • • 

! : : ^^-v \ i : 




dans le sens rétrograde, on obtient Xc^Jig. i5, qui donnent 

A', =— pa— «»-i-?«-Ha3- pi-hYt+33= A,-f-(Xî-'X)A,-+.(X*- X)A3, 

A'j = A,, 

A', = p,-4-?3-4- ai+ ?2-hY3-p3-aî=(X*-- i)A,-f-XîAs, 



d'où 



^ =,_l-(X»-i)v' + (X«— X)a, 
Al 

X»^ = t' 

Al 



a; 



= (X — l)P-h X*M, 



^ i-H(Xï— i)p-f-(X«— X)m' 
(X — i)p-+- X^z/ 



a = 



n-(X«— Ot'H-CX»— X)a' 



Sfi = 



I X«-i X«— X^ . f\ X — I X»— i^ 

o I ^ y SJ = |o I ^» 

o X — I X« J U X — X* X J 



Sî-i 



En procédant comme au n** 29, on trouve 

SeSi Sj = Sg SeSi, SsSiS6= SiS^Ss. 

38. Parmi les substitutions précédentes, celles qu'il semble plus naturel de 
choisir comme substitutions fondamentales sont 



(39.) 



Siï Si, Sj, 5^, Sj, Se, 
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parce que les déplacements des points critiques relatifs à cliacune d'elles s'efTec- 
tuent suivant des lacets ne rencontrant chacun qu'une seule ligne de passage. 
Toutefois, on pourrait d'abord leur substituer leurs carrés ou substitutions 
inverses; on peut aussi, sans inconvénient, remplacer S,, S'^, S^ respectivement 
par S3, S4, S3. 

Le point de vue géométrique seul considéré jusqu'ici n'établit aucune diffé- 
rence entte nos six substitutions; pour aucune d'elles on ne peut imaginer une 
combinaison des circuits des autres qui soit géométriquement équivalente à son 
circuit. Toutefois, il ne suit nullement de là qu'il ne puisse exister une combi- 
naison des circuits des autres qui fournisse les mêmes périodes que son circuit; 
s'il en était ainsi, il est clair que la substitution ne serait plus fondamentale. Nous 
allons voir qu'il y a raison de croire qu'un fait de ce genre se produit pour So- 

Ainsi que M. Picard l'a établi au Tome V des Acta Mathematica, le groupe 
des fonctions x ei y n'admet pour substitutions fondamentales que nos cinq 
premières substitutions; elles s'obtiennent en faisant tourner ^ et j^ autour de 
chacun des autres points critiques. Si donc Sq appartient au groupe des fonc- 
tions X Qi y c'est qu'elle donne mêmes périodes qu'une combinaison des 
cinq premières. Or, en réalité, So fait bien partie de ce groupe; je l'établirai 
dans la quatrième Partie en montrant qu'effectivement les fonctions x e\,y restent 
invariantes quand on opère sur u et v\di substitution Sq. Il est à remarquer que 
la fonction modulaire présente un fait entièrement semblable. Soient A, B, x ses 
trois points critiques, A et B coïncidant primitivement avec o et i; le groupe n'a 
que deux substitutions fondamentales; elles s'obtiennent en faisant tourner x 
autour de A et autour deB; soient S et T ces deux substitutions. Quant à la sub- 
stitution U obtenue en faisant tourner A autour de B (ou B autour de A), son 
circuit n'est pas géométriquement équivalent à une combinaison des circuits des 
deux premières et cependant une combinaison des circuits de S et de T donne 
les mêmes périodes que le circuit de U; on a 

STU=-i, U= — T-JS-«. 

Je n'ai pas réussi à trouver une relation analogue entre Se et les cinq autres 
substitutions-, par suite, j'ai trouvé commode, après avoir réservé, ainsi que je 
viens de faire, la question théorique, de traiter pratiquement Sq comme fonda- 
mentale. 

J'appellerai S le groupe des substitutions (32). 

II. — Groupe des substitutions semblables de F. 

39. Nous avons vu (n*** 7 et 21) que les fonctions 6 qui figurent dans les 
expressions des fonctions hyperfuchsiennes x el y ne sont définies que pour les 
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sjsttmes de valeurs de u et de ç qui rendent négalive Texpression 

Ainsi le poinl (u^ p) est assujetti à rester à Tintérieur d'un certain domaine. 
M. Picard a montré que les transformés par les substitutions du groupe S des 
points de ce domaine en font aussi partie. On vérifie, en effet, facilement que 
chacune des substitutions (Sa) reproduit z^ai + (^ + (^i divisé par la norme du 
dénominateur de la substitution, c*est-à-dire par une quantité essentiellement 
positive. Si Ton prend les substitutions sous forme homogène en introduisant une 
troisième variable w, on arrive à un résultat plus simple : les substitutions S trans- 
forment en elle-même l'expression uUi -♦- ç' 4- <^i rendue homogène, c'est-à-dire 
la forme 

F = uui -4- vwi 4- vi w. 

11 est naturel de se demander si le groupe S coïncide avec le groupe des substi- 
tutions semblables de F, ou s'il ne forme qu'un sous-groupe de ce groupe. L'ana- 
logie avec la fonction modulaire elliptique porte à croire que ce n'est qu'un sous- 
groupe. De plus, elle suggère une méthode d'investigation. Les substitutions 
effectuées sur u, p, çv qui correspondent aux mêmes valeurs de ^ et de ^ 
transforment F en elle-même quand les quatre points critiques A, B, C, D sont 
A = a, B = ^, C = Y> D == S. Il doit en êlre encore de même quand les points A, 
B, C, D coïncident avec a, |3, y, 8 dans un autre ordre. En d'autres termes, les 
substitutions que subissent u, Vj w quand les points critiques s'échangent entre 
eux, doivent transformer F en elle-même. C'est ce que nous allons constater 
en calculant ces substitutions. 

Comme plus haut, je prends la courbe sous la forme (i) ; a, p, y, 3 sont quatre 
points quelconques, mais fixes dans le plan; les points critiques sont A, B, C, D; 
ils sont assujettis, au commencement et à la fin de chaque déplacement, à coïn- 
cider avec a, p, y, 8, au moins à l'ordre près. 

40. Si nous convenons de lire les quatre lettres A, B, C, D dans l'ordre dans 
lequel les points correspondants coïncident avec a, p, y, 8, il s'agit d'effectuer sur 
A, B, C, D toutes les permutations possibles; mais l'on sait que l'on peut passer 
d'une de ces permutations à une autre quelconque en combinant trois transposi- 
tions de deux lettres. Notre groupe aura donc trois substitutions fondamentales. 
Je choisirai celles qui échangent B et C, C et D, D et A. 

41. Dans chaque cas, je suppose que les deux points critiques échangent leurs 
positions en sens rétrograde c'est-à-dire qu'ils suivent des chemins formant 
ensemble un contour fermé et qu'ils parcourent ce contour dans le sens rétro- 
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grade. Pour mieux préciser les résultats, je fais décrire à Tune des lignes de 
passage une aire tout entière extérieure à ce contour fermé; l'autre ligne de 
passage décrit cette même aire extérieure et l'aire intérieure. 

42. Échange de B ef C. — Le résultat de cet échange est représenté par 



Fig. i(^. 




'// ,.•••••••■"■ 

/ '■■ •••■■ 

/ / /M. 

I / ? i'J i 





la fig. 16. On en déduit 

A',= 



A„ 
A„ 
Pi-t- Yj-+-Ti 



= — Pj— Pi — y« = — ^A,. 



On a donc 



j a' = — \u. 



T,= 



I o o 
o I o 
00 — X 



On voit facilement que cette substitution a pour période 6 : TJ= 1; par suite 
rj= T7* s'obtient en échangeant les deux points en sens direct. 



43. Echange de C etlù. — Il est représenté par \^ fig, 17 qui donne 

a; =A„ 

a; =-8,-p,-a, = - A,-f-A,-XîA„ 
Ai =3i-+-p,-ha,= A,-XA,. 



' 
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D'où 
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-T-^ = 1 — X M. 

Al 

p' = Xï-+-()_4- Xm, 
a'= I — X«. 



(I o o 
X« I X 
I o ~X 



Fig. 17. 





Cette substitution a aussi pour période 6. 

44. Echange de A e^ D. — On obtient une substitution particulièrement 

Fig. 18. 





simple, en supposant que le contour fermé formé des deux chemins contient à son 
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intérieur les points y et p. La fig. i8 réalise ce cas ; on en déduit 
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A', = a» + Pi-l-Yt=— XA„ 
A', = — Yi — Pi — 3j = — Al, 



Ai= ?j-l-Pi + T«=^Aj, 



A, 



= )l« 



_i.^ = 



Ai 



p = 



u = 






— > 
X»w 



e = 




Cette substitution, comme les deux précédentes, a 6 pour période. 

45. On remarque que l'on a TJ== S«, Tj= S2. Il est facile de construire des 
substitutions, combinaisons de T|, T2, 6 et a^ant pour carrés les autres substitu- 
tions S étudiées plus haut. II suffit pour cela de déformer la courbe relative à cha- 
cune de ces substitutions S en la faisant passer par les points critiques près des- 
quels ou autour desquels elle passait, de manière à la décoinposer en segments 
réunissant ^ et y ou y et 8 ou S et a. En introduisant de plus des segments 
auxiliaires décrits par les points critiques intermédiaires et formant ensemble des 
courbes fermées qui ramènent ces points à leurs positions initiales, on peut 
toujours supposer que pendant qu'un point critique va d'un premier point fixe à 
un second, le point critique qui était au second point fixe se transporte au premier; 
on obtient ainsi une succession des trois substitutions T^, T2^ 6 qui a pour eflet 
d'échanger les deux points mobiles extrêmes. 

Si l'on effectue deux fois de suite les mêmes constructions, ce qui revient à 
prendre le carré de la substitution, les deux points critiques reprennent leurs 
positions initiales, et tout se passe comme si chacun d'eux avait eflectué une 
rotation autour du point fixe relatif à l'autre. Ce déplacement simultané corres- 
pond à la même substitution que si l'un seulement des deux points avait tourné 
autour du point fixe de l'autre. Je désignerai ces substitutions dont le carré est 
une substitution S par la lettre T affectée d'un indice indiquant celles des substi- 
tutions S qu'elles ont pour carré. Ces substitutions T ont 6 pour périodes; on 
trouvera plus loin réunies ensemble leurs valeurs et celles de leurs puissances. 



46. Substitution T3. — La première des Jig. 19 représente le chemin relatif 
à Sj; les deux autres figures indiquent deux manières différentes de le déformer. 



/lO 
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Dans ces figures, comme dans celles qui suivent, les numéros indiquent les seg- 
ments qui doivent être parcourus ensemble pour obtenir la série des substitu- 

Fig. 19. 



dp 



/' .' c 

Y\7 



'^^. 



■^ 



A 

•— 

Gt 



f > 
' ' r 






& 



î Y V. 



1 1 






A 
a 






vr-^ 



1 1 



. .■ c •-'. 



1 

H 
'I 
/Il 



K^. 






•1 



A 

•— 

a 



tions Tf, T2, 6 qui reproduit la substitution considérée. Dans le cas actuel, le 
résultat final est l'échange de B et D; on est immédiatement conduit aux résultats 
suivants faciles à vérifier : 

Ta= T,T,Tî = T}T,T„ S,= Tî= T,TîTî= Tf T{T,. 

47. Substitution T'3. — hes fig, ao représentent le contour relatif à S3 et 



B 

c i 

y 



[ 



p 



Fig. ao. 



olP 



A 

a. 



c ^ 



V 



A 
a 



otô 



Bfô 



4^ 



ï 

B* « 



A 



deux manières de le déformer. Il en résulte 



On a aussi 



Ti = T}T,T, = T,T,Tî, 
S', = T;» = TîTîT,= TiTJTf 

2, = S,Si = T,T}T,. 



48. On remarque entre les substitutions T^ et T2 des identités que Ton peut 
écrire 

T,T,T, = T,TiT,, T,TiTî = T|T,T„ TîT,T, = TjT,TJ. 

Elles se ramènent à la première, 
(33) T,T,Ti = T,T,T„ 



car celle-ci, appliquée aux identités évidentes (T2T,T2)T| = Ï2(ï, T.jT, ), ou 
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T|(T2T|T2) = (T| T2T«)T2 reproduit les autres. Notons encore 

(T,T,)»=(T,T,)» 
qui se déduit de même de 

(T,T,)' = (TtT,T,)(T,TiT,). 

La relation (33) est analogue à la relation connue (ST)' = i qui ei^iste entre les 
substitutions fondamentales du groupe modulaire. 

49. Substitution T^. — C'est la substitution qui résulte de l'échange de A et D 
suivant des chemins provenant du contour de S\. Ce contour est un lacet issu de 
D et ne coupant que la ligne de passage de À; sa déformation est immédiate, il 

Fig. ai. 



?k 









\ 



\ 



\ 



C \ D 



fc 



/a 






/ 










suffit de le faire passer par A. Pour évaluer cette substitution en fonction de T,, 
Ta, ©, je considère le contour relatif à (première yî^. 21) et je remarque qu'on 
peut le modifier, comme l'indique la deuxième fig. 21; il en résulte 

e = T|r8»T;, 

d'où 

T; = r5*T|e = T5T*T|e, 

S4 = T;» = (TîT}T|e)». 
50. Substitution T4. — hes fig. 22 représentent le contour de S4 et la ma- 

Fig. 22. 



^ 



f 












%. 



V \ 

\ \ 
\ \ 









A' ô j. 



o|8 aTô'^ 



nière de le déformer. Il en résulte 

Tv = eT;e»= eTjT}T|, 

A. 



42 



R. ALEZAIS. 



d'où 



on a aussi 



S4=Tl = (eT»T}T})»; 



2,= S42, = eT5T}T|e. 



51. Substitution T^. 



Les Jîg, 28 représentent le contour relatif à Sj et 
Fig. 23. 



Bi^ 



Bl^ 



Bid 



y 



— '>-— -*A 



..-^ 



A 






ola 



°1 



(5 




deux manières de le déformer. Il en résulte 



c'est-à-dire 



d'où 



Ti = T,TiT« = T;8T,T;, 



Ti = T}T|eT| = e8T,T;T,T}T5e, 



S'B = r5«=:(T}T|eT})5 = e«T,TîT|T}Tje. 



52. Substitution T5. — Les fig, a4 représentent le contour relatif à Sj et la 

Fig. a4. 






Ci' 



I / 



"a 




0.8 



manière de le déformer. Il en résulte 



0,8 



d'où 



T6=T}TiT}=TjeTîTJ, 



S5=T|=(TfeTJT})». 



53. Substitution Te. — Le -contour relatif à T^ peut se déformer de deux 
autres manières représentées par les fig. aS. Il résulte de la première de ces figures 
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d'où 
et 



Te=T,TiT{ = TîT|eT{T} 
S8=T} = T{TfeT|T}T|eTîT} 



Fig. a5. 



...J 



^ 









a 



bU 



A>.N'. 






a 



D«d 



Ofd 



La seconde /?^. 25 donne 



Ti=T«TtTf. 



5i. Il existe quatre relations entre les substitutions T^, T2, 6 qui s'obtiennent 
en comparant les quatre manières de déformer le contour de S, représentées par 
les deux dernières des fig. ao et par les fig, 26; et les quatre manières àe 



Fig. a6. 



ok 



C 

— * 

V 









BtS 



3 



B 8 



déformer le contour de S'^ représentées par les deux dernières des fig, 23 et par 
les fig, 25. Ces relations peuvent s'écrire 

TiTiT,= TjTjT,, TjT;T,= TiT,T;, 
TiTsTirzzTsTjTe, T,T;T«= T'^TeT;, 

ou, en éliminant T'^ et ïe, 

T,T,T, = T,T,T„ 

(TîTîe)« = T4(T}Tfe)T„ 

T»eT| = T}(TîeT|)Tf(T^eTJ)T}, 

T}TfeT|Tî(T}T}T;e)TJT|eT|Tî = TîT}T5e(TJTjeTîT};TjT}T*e. 

On pourrait d'ailleurs en obtenir d*autres. On a, en particulier, quels que 
soient les entiers a et ^, 

Tîe3=e?Tî, 
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56. Il est évident géométriquement que le groupe S est un sous-groupe du 
groupe engendré par T|, T2, ou groupe T. En effet, les substitutions S prove- 
nant de déplacements des points critiques tels que les positions finales de ces 
points sont identiques à leurs positions initiales, il en est de même pour toutes 
les substitutions du groupe qu^elles engendrent; or ce n'est pas le cas pour les 
substitutions T. Il est clair d'ailleurs que le groupe T contient le groupe S. 

A ces conditions géométriques correspond un fait analytique qui distingue les 
substitutions S des autres substitutions du groupe T. Les substitutions S sont de 
la forme 

H-/n|(i — X) mi(i — X) m3(i — X) 

/ii(i — X) i-h/ii(i — X) ^3(1 — X) 
/7i(i — X) ;,,(,_X) 1^^,(1 — X)J 

où les m, n^ p sont des entiers complexes. En d*autres termes, les substitutions S 
sont congrues à la substitution unité, selon le module i — X. On voit, en effet, que 
dans chacune des substitutions S les éléments de la diagonale sont ou bien i, ou 
bien une des quantités 

X=i — (1 — X), X*=i + X«(i — X), — 2X = i — X(i — X), 

les éléments hors de la diagonale sont ou bien o ou bien une des quantités 

dfc(i — X), i!i(X«— i) = dtX»(i — X), ±(X — X«)=±X(i~X). 

D'ailleurs, il est facile de voir que si deux substitutions vérifient ces conditions, 
il en est de même de leur produit; ces conditions caractérisent donc bien le 
groupe S. Enfin, elles ne sont pas réalisées pour les substitutions T; en effet, 
dans T|, le dernier élément de la diagonale est — a = — i -+-(* — '0? P*'' suite T| 



est congrue à 1 o 1 o 1 et non à la substitution unité; quant aux autres sub- 




stitutions T, elles contiennent toutes des éléments hors de la diagonale qui ne 
sont pas multiples de i — X. 

57. Le groupe S est donc un sous-groupe à congruences du groupe T; il en 
résulte que c'est un sous-groupe invariant. On peut, pour le voir, raisonner 
comme dans le cas des congruences à module réel. S étant une substitution du 
groupe S et T une substitution T, il s'agit de prouver que l'on a 

TsST = TS (modi-X), 

car il en résultera immédiatement 

T-» ST s S ^ I ( mod i — X ). 

Or, l'élément (/, k) du produit, qu'il s'agisse de ST ou de TS, est une somme 
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de termes qui lous, sauf un, sont multiples de i — X comme contenant en facteur 
un élément de S pris hors de la diagonale; l'élément (i, k) du produit est donc 
congru (mod i — X) à ce terme 'unique ; celui-ci est le produit d'un élément de la 
diagonale de S qui est congru à i, par l'élément (/, k) de T; l'élément (i, k) du 
produit est donc bien congru à l'élément (/, k) de T; le produit, quel que soit 
l'ordre dans lequel il a été effectué, est donc bien congru à T. 

58. Le groupe T admettant le groupe S comme sous-groupe invariant peut 
être subdivisé en classes, les substitutions d'une même classe étant congrues entre 
elles (mod i — X); il suffit, pour cela, de trouver un système complet de substitu* 
tions T non congrues entre elles et de multiplier successivement par ces substitu- 
tions celles du groupe S. 

Je remarque d'abord que le nombre des classes de nombres incongrus 
(mod I — \) est égal à norme de (i — X) = 3 ; je prendrai pour représentants de 
ces classes — '^ o, i. Chacun des 9 éléments de la substitution pouvant être 
congru à chacun de ces 3 nombres, on a 3*^ substitutions incongrues entre 
elles (mod i — X). Je vais étudier : T' celles qui correspondent à des échanges des 
points critiques entre eux et qui, par suite, appartiennent au groupe T; 2*^ celles 
qui sont compatibles avec les conditions qui expriment que la substitution, sup- 
posée homogène, transforme en elle-même la foi me F. Je serai ainsi amené à 
déterminer si le groupe T coïncide avec celui des substitutions semblables de cette 
forme ou s'il n'en est qu'un sous-groupe. 

59. Le groupe T contient, au maximum, autant de substitutions incongrues 
selon le module i — X qu'il y a de permutations des quatre lettres A, B, G, D, 
c'est-à-dire 24* En effet, les divers chemins que l'on peut faire suivre aux points 
critiques pour passer d'une permutation P{àune autre permutation Py peuvent se 
ramener à l'un d'eux précédé et suivi d'une série de lacets; les substitutions cor- 
respondantes se déduisent donc de l'une d'elles en la multipliant à droite et à 
gauche par des substitutions du groupe S. Toutes les substitutions qui font passer 
d'une permutation déterminée P/ à une autre Py appartiennent donc bien à la 
même classe. 11 suffit de construire des substitutions permettant de passer de la 
permutation ABCD à chacune des autres pour s'assurer que le groupe T contient 
bien en réalité vingt-quatre classes incongrues, selon lé module 1 — X. 

GU. Le Tableau suivant contient un représentant de chacune de ces classes et 
les substitutions ayant pour éléments — 1^0, i auxquels ils sont congrus. J'y ai 
ajouté les transformations correspondantes de x et y Nous avons vu que par le 
changement de variables 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HYPERFCCHSIENNES. 



47 



on passe de la relalion (i) 



à la relation (i i) 



;s»=U — a)(r — P)(< — Y)(/-8) 



z'^:=t\t'-i){t'-x){t''^y). 



Je pose maintenant, en considérant A, B, C, D comme les points critiques 
mobiles d'abord en coïncidence avec a, ^, y, S, 



C—A 



D — A 



B - A ~ ^' B - A 



=y 



et j'écris 



— « 



^' p-at' •>''■- P_a' (1 = 1,2,. ..,24). 



Quand Â, B, C, D échangent leurs positions, Xi et yi deviennent des fonctious 
linéaires de x eiy que j'ai inscrites dans le Tableau suivant : 



ABGD 



I = 



ACBD 



T,= 



DEÇA 



e 



DCBA 



TiBrr 



ABDC 



f " 1 

j O 1 o , 

(I o o *^ r ' ^ ^ *i 

o 1 o I s I o I o 1 1 
oo — Xj l^oo — \ } 

X* o o I s I I o o I , 
o o X J l^o o I J 

X* o o I SE I I o <> I > 

o o -— X*J l^oo— ij 

- (>:■ ; A) - 



o — 




AGDB 



DBAC 



X« I X ^ I I I L 

-X o X»J t-i o J 

(Il I " 
I o o , 
I o -I, 




Xi = 

y\ = 

Xt = 

yt = 
y^ = 
r* = 

Xi = 

^'s = 

7« = 
yt = 



G 


— A 








B 


A 


■"" 


X, 




D 


-A 








B 


— A 


— ~ 


y\ 




B 


— A 




I 




G 


— A 


■ 


— > 

X 




D 


-A 




y. 




C 


— A 




x' 




G 


-D 




y- 


X 


B 


-D 




y- 


— 9 
I 


A 


D 




y 


• 


B 


-D 




y — 


l' 


B 


-D 




y- 


1 


G. 


— D 




y — 


X 


A 


-D 




y 


• 


G 


-D 




y — 


x' 


D 


-A 








B 


-A 


— 


yy 




G 


-A 








B 


-A 


■"^ 


x; 




D 
G- 


-A 
-A 


= 


y 

9 

X 




B 


-A 




I 




G- 


-A 


" 


x' 




A 


-D 




y 




B- 


-D 




y — 


" 9 
1 


G 


-D 




y — 


X 

m 


B- 


-D 




Y — 


I ' 



M 
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DGAB 



A DBG 



ADGB 



DABG 



DAGB 



GBDA 



BGDA 



GBAI) 



BGAD 



GDBA 



UDCA 



T,eT,= 



IX* o o I = I i o o I , 



T,T| = 





T,eTîTi = 



[I o o ^ ^ 1 o o ^ 
Xi I -x* ^ « ' ~' r 
— X o — I J l, — i o — I J 

(X X« -X^ p I -1^ 

X* o o I s I I o ^ I > 
X o I J (^ I o I J 

(X X» ~X^ 1^ I « — O 
X* o o I =1 I o o I, 
-X* o — xj t — « o --«J 

X* X X* ^ I I il, 
o X« — XîJ l^o I — ij 



T,Tje = 




s I I 



o — 




T,eTie = 



loX ol =loi ^1» 

= lo X ol ^i^ ' ^1* 
l^o— XXj I^Ot-iiJ 



TjeTi = 



(o X« o 
X» X — 
o X* r 



I ^ 



t i -;■)■ 



T,TjeT, = 





T8 = 



rs 



y9 






a?, 

ri 



yi 

Xi 
ri 6 



a?,8 = 



ri8 = 



\ 


-D 
-D 


= 


y 


G- 


y — x 


B- 


D 




r — i . 


G- 


-D 




y — x' 


B- 


A 




I 


D- 


A 


■ 


y 


G- 


A 




X 


D- 


A 




1' 


G- 


A 




X 


D~ 


A 


■ 


— » 

y 


B- 


A 




1 


D- 


A 




y 


B- 


D 




r-« 


A~ 


D 




7 

y 


G 


D 




y — ^. 


A- 


D 




y ' 


G- 


D 




y — x 


A- 


D 




9 

y 


B- 


D 




r-». 


A- 


D 




y ' 


D- 


G 




w-y 


B — 


G 




y 
X — I 


A- 


G 




x 

■1 • • 


B~ 


G 




a:-!* 


D- 


B 




'— r 


G- 


B 




> 

\ — x 


A- 


B 




I 


G- 


B 




i-a?' 


A- 


■G 




a? 


B- 


G 




7 

o: — 1 


D- 


G 




^—r. 


B- 


G 




a?-i • 


A- 


B 




I 


G- 


B 




1 — JF 


D- 


B 




'~r. 


G- 


B 




i-or' 


B- 


G 




ar — I 


D- 


G 




ar— J^ 


A- 


G 




• 


D 


G 




x—y* 


G- 


B 




1 — ar 


D- 


B 




• -7' 


A- 


B 




I 


D- 


• B 




i-r' 



( B — G 

r"=D^rG = 

< 
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CABD 



BACD 



BDAG 



CDAB 



BADG 



eT,eT,= 



(X I — x«^ p I — r 

o X o I ^ I o I o , 
o I X J 1^0 I I ^ 



T,eT,eT,= 





TjeTiT,e = 




— I 



o 



T,T,eT,T,e=: 








eT,eTiT,e = 



CADB T,eT,eT,T,e = 



= I X X* ^ I I . L 

[X x« —^1 f« '""'l 

X« X X - I I I . 

-X« X* X«-xJ L-i 1 o J 



3719 = 
^19 = 

a:t3 = 

Xu = 

7u = 



B- G a: — I 



A-G 


9 

X 


D G 
A-G 


~ X ' 


G B 
A — B 


= 1 — a-, 


D— B 
A B 


= 1— j; 


A — B 


I 


D— B 


'— r 


G-B 


I X 


D — B 


~ ^-y' 


A G 


X 


D— G 


x^y 


B-G 


X — I 

^ m 


D— G 


~ x—y' 


n B 

A B 


= «-7> 


G B 
A B 


= l — X] 


D — G 
A-G 


X y 
— - > 

X 


B G 


X 1 



X 



61. Les représentants des vingl-quatre classes peuvent être groupés de la ma- 
nière suivante 

o i o , I I I I j, I I i — I j, Il I L I I I _i I I I , — I . 

^o o ej l^e o — ej ^e o t } |^o e — ej ^o e e J |^e — e o ^ 

Chacun de ces Tableaux représente quatre substitutions dont on obtient les 
coefficients en prenant les deux premières lignes dans Tordre où elles se trouvent 
ou dans Tordre inverse et en donnant à e les valeurs ± i. Les s^rmboles de ces 
substitutions sont 



(I) 



I, T„ T,T„ T,e, T,eTt, T,eT,T,e, 

T„ TjT,, T,T,T,, T,T,e, T,T,eT„ T,T,eTiT,e, 

e, ex,, eT,Ti, eT,e, eT,eTi, eT,eT,Tje, 

T,e, TiOT,, TieTjT,, T,eT,e, T,eT,eT„ T,eT,eTiT,e. 



On peut d'une manière toute semblable grouper ces substitutions d'après les 
A. • 7 



5o 

colonnes 
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" I o o ^ ^ i o o^ f' * ^1 r ' ' ^1 r ' ' 

II e 1, Il » « » I ' ° ** r I ° ° r I ' ' " 

^i o — ej l^ — I o zj Li o - ej L — ' o ^) k — ' ' 

Ici ce sont les deux premières colonnes qui doivent être prises dans Tordre où 
elles sont et dans Tordre inverse. Les symboles correspondants sont maintenant 




(") 



». 


T„ 


T,T„ 


ex,, 


x,ex„ 


x,ex,x„ 


T„ 


T,T„ 


T,T,T„ 


eT,T„ 


x,ex,x„ 


x,ex,x,x,, 


e, 


T,e, 


T,T,e, 


ex,©, 


x,ex,e, 


Xjex,x,e, 


eT,. 


T.eT,, 


T,T,eT,, 


ex,6X„ 


x,&x,ex„ 


x,ex,x,ex, 



62. Il est à remarquer au sujet des Tableaux (I) et (II) que, si dans chacun 
d'eux on supprime les colonnes extrêmes, les Tableaux carrés à quatre lignes et 
quatre colonnes qui restent se déduisent Tun de Tautre en changeant les lignes en 
colonnes et les colonnes en lignes. Toutes les »ubstttutions qui y figurent ont 
pour premier mineur de leurs Tableaux 



(::) 



on ceux que l'on en déduit en échangeant les lignes ou les colonnes. 
Les premières colonnes des Tableaux (I) et (II) sont identiques, car 

eXi = x,e; 

les premiers mineurs so»t à l'ordre près des lignes 



(::) 



Enfin, les dernières colonnes des Tableaux (I) et (II) représentent à l'ordre 
près les mêmes classes. Ce fait, conséquence de ce qui précède, peut être vérifié 
de la manière suivante. Je remarque que pour l'une quelconque des substitutions 
de ces colonnes, par exemple, pour 




il revient au même d'échanger les deux premières lignes ou de changer les signes 
des éléments de la troisième colonne; d'échanger les deux premières colonnes ou 
de changer les signes des éléments de la troisième ligne; en conséquence, il 
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revient au même (mod i — \), de multiplier à gauche par 6 ou à droite par T(, à 
gauche par T4 ou à droite par 6. (1 en résulte les congruences suivantes 

T,(TteTiT,e) s (T,eT,T,e)e ^ T,eT,T, 

e(TjeTiT,e)s(TjeT,T,e)T, (modi — X). 

T,e(T,eT,T,e)s(T,eT,T,e)TiesT,eTiT,e»TisT,eTiT,T, 

Quant au premier mineur, il est pour toutes les substitutions de ces dernières 
colonnes 



(::) 



63. Le Tableau suivant représente les transformations de la surface de Riemann 
parles vingt-quatre substitutions prises dans Tordre du Tableau (II). Il résulte de 
la règle adoptée (n^ 24) pour le produit de deux substitutions S/ et Sy que l'on a 

S/Sy(a, p) = S,[Sy(a, p)]. 

Par suite, pour obtenir la figure relative à S/Sy, on peut commencer par effec- 
tuer sur la figure initiale les déplacements relatifs à Sj, puis, sur la figure ainsi 
obtenue, on effectuera ceux qui concernent Sy. 

Chaque figure correspond exactement à la légende qui l'accompagne. On peut, 
en procédant comme je l'ai expliqué au n*^ 45, la considérer comme résultant 
d'une série d'échanges des points B et C, C et D, D et A, effectués dans l'ordre 
des lettres et tous en sens rétrograde. Considérons par exemple la figure qui a 
pour légende TiT^T,, elle fournit les périodes suivantes 

A'i = Al, 

A; = — (ai-l-Y«-^53) = — • Ai-f. A,-h A3, 

A'3= SiH-Yï-h5| = — XAi — A,. 



D'où l'on tire 



( a' = — X — M ; 



c'est la substitution 



X» I -X« = 
t-X -rj 



T,T,T, 



Pour obtenir TaurTy^TaT, il aurait fallu effectuer le premier échange dans 
le sens direct, pour TjrrrTiTjT;* c'est le troisième échange qui aurait dû être 
effectué dans le sens direct. 



et. 
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a_ 
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i" 
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lïl 
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K ' 




\ ! 
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1 




O, (0 6/ 
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64. Les vingt-quatre quantités Xi sont, à l'ordre près, identiques aux vingt- 
quatre quantités ^1*. Toute fonction symétrique de ces vingt-quatre quantités est 
une fonction hyperfuchsienne des variables u eX. s? admettant pour groupe de 
substitutions le groupe T. Ainsi, en faisant le produit des transformées de i + ^r 
par les vingt-quatre substitutions, on trouve la fonction invariante suivante 

((n-ir)(2 — a?)(i — 2a:)(i-+-7)(2-7)(i — 2>')(ar-+-7)(aar— j'Xar — 27) )* 
j ^ \ x[(j^-~l)-4-(^--jr)][2(^ — I) — (J^ — ar)][(7 — i)^2(j^ — j?)] [ ^ 

On peut l'écrire 
*""[ ar(i — a?) J |_ y^^—y) J L ^ykx—y) J 

ou, d'après une transformation connue, 

ou enfin 

Ji=3>*(4Jt.ar-i)(4Ji,r-0(4Jx,r-0(4Jr-i.r-*-i), 

en désignant par 

l'invariant elliptique écrit sous forme homogène. 

]\{ais, de plus, toute fonction symétrique des quatre quantités Ji,^, J|^^., J^,^, 
J;._4,j_a?, par exemple 

est aussi une fonction hyperfuchsienne ayant T pour groupe. En effet, on con- 
state aisément que si les quatre fonctions du second membre sont écrites dans 
l'ordre indiqué, les substitutions T|, T2, 6 et par suite toutes les autres ne font 
que leur faire subir les mêmes permutations qu'aux quatre lettres A, B, C, D. 

65. Il me reste à déterminer quelles sont, parmi les 3^ classes de substitutions 
linéaires incongrues (modi — X), celles qui peuvent transformer en elle-même la 
forme F. 
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Le Tableau des coefficients de la substitution étant 



IM, P, R,1 
M, P, R, 
M, P, rJ 



et {A, m, p désignant les quantités conjuguées de M, P, R, les conditions pour 
qu'il en soit ainsi peuvent s'écrire des deux manières suivantes : 



(I) 
(a) 
(3) 
(4) 

(5) 
(6) 



M,m,-4-P,|X,-K R|p,= I, 

M,OT,-t- P»(l»-t-R3Pj= I, 

Ml iB| -H Pj ni -H Ri pi = a, 
M,wi-l- P»tij+ R,pj= o, 
MiWj-4-Pi(i,-H Rip] = o, 
MiOTj-+- P»(ij-i- RjPj= et; 



(') 
(a) 
(3) 
(0 
(5) 
(6) 



M|T3i-4- Mjmi-f- MsV3= ï, 
Ri Pî -4- Rtpi -+- Rapj = ï, 
Ml (Xj -4- M, fil -f Ma fX3 = o, 

PlTîTj -h PjnJi -h Ps^Tj = O, 

Ri fil H- Ri fx, -f- Ra ji, = o, 
Ri Wi -+- Riiîfi -+- R3 Wj == o. 



Ces deux groupes équivalents de conditions s'obtiennent en exprimant que la 
substitution proposée et son inverse transforment F en elle-même. Je les étudierai 
plus en détail dans la troisième Partie, au sujet des substitutions d'ordre k. 

66. Le second* groupe d'équations se déduit du premier en échangeant les 
lignes et les colonnes dans le Tableau des coefficients; par suite, toute propriété 
déduite du premier groupe d'équations pour les lignes appartient aux colonnes 
en vertu du second groupe d'équations. 

Supposons, dans toutes ces équations, chaque élément remplacé par celui des 
nombres — 1 9 o, i auquel il est congru (mod i — à) et voyons dans quels cas ils 
satisferont à ces conditions envisagées comme des congruences selon ce module. 

Je remarque d'abord que deux quantités conjuguées l'une de l'autre appar- 
tiennent à la même classe (mod i -^ X); car A étant une quantité convenablement 
choisie et a sa conjuguée, enfin e désignant dii, toute quantité peut s'écrire 
A(i — X) ou A(i — ).)+£ et sa conjuguée est a(i — X*) ou a(i — X*) + e. 

67. Ceci posé, on obtient immédiatement les résultats suivants : 

Pour toute ligne ou colonne, les trois éléments ne peuvent être nuls à la fois, 
car s'ils l'étaient, l'une des deux premières équations ne pourrait être vérifiée; 

Pour chacune des deux premières lignes on colonnes, 

Si le troisième élément est nul, Tun des deux premiers l'est aussi ; sans 
cela (3) ou (4) ne pourrait être vérifiée; 

Si le troisième élément n'est pas nul, il faut, en vertu de ces mêmes relations, 
que les deux premiers ne le soient pas non plus, car autrement leurs premiers 
membres seraient congrus à i; il faut de plus qu'ils soient égaux, c'est-à-dire 
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tous deux -h ij ou tous deux — i; car, sans cela, les premiers membres seraient 
congrus à — i . 

En conséquence, les deux premières lignes ou colonnes appartiennent à Tun 
des types suivants où c et e' égalent ±: i, indépendamment l'un de l'autre 

[e o o], [o e o], [s e e']. 

68. Pour que deux lignes ou colonnes vérifiant ces conditions puissent former 
ensemble les deux premières lignes ou colonnes d'une même substitution, il faut 
encore ; 

i^ Que les deux ne soient pas identiques et que l'on ne passe pas de l'une à 
l'autre en changeant tous les signes, car dans ces deux cas le premier membre 
de (i) serait congru à zéro ; 

2^ Que si Tun des deux premiers éléments de l'une des deux lignes ou 
colonnes est nul, l'élément correspondant de l'autre ligne ou colonne ne le soit 
pas. En effet, l'un des deux premiers éléments étant nul, le troisième l'est aussi; 
s'il en était ainsi pour les deux premières lignes ou colonnes, et si les deux avaient 

les mêmes éléments nuls, le premier membre de (i) serait congru à zéro; 

[M P ^ 
* I qui ne sont pas nuls, 

aient le même signe. En effet, les seules combinaisons possibles en vertu de ce 
qui précède sont les suivantes, à l'ordre près des lignes, 

[eoo"1 reool Tosol Têe ^'1 

o 6' oj' le' 6' t'y le' e' e'J' le' e' — eevj' 

Si l'on n'avait pas e'= e, le premier membre de (i) serait congru à — i. Dans 
le dernier Tableau, avec e = s', changer le signe de e" revient à échanger les deux 
lignes. Les seules combinaisons possibles sont donc, à l'ordre près des lignes, 

re o 01 p o o1 ro e ol Te e e 1 
1^0 6 oj te £ 6j l^e e ej \^t e — 6j 

Et comme ceci vaut pour les lignes et pour les colonnes de la substitution, on 
est ramené, à l'ordre près des deux premières lignes et des deux premières 
colonnes, aux trois Tableaux suivants : 



Iêoo^ j'eoo^ ^ 
o 6 o L I e e e' 1, 



e — 




69. Il reste à déterminer R3. Or: 

1° En vertu de (a), si l'un au moins des deux premiers éléments de la troi- 
sième ligne ou colonne est nul, il faut que Rs ne le soit pas; si les deux premiers 
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éléments ne sont pas nuls, comme ils sont de signes contraires, il faut que R3 le 
soit; ainsi, pour le premier Tableau, Rj = s'; pour le deuxième, R3 = e'"; pour 
le tix)isième, R3 = o ; 

2^ En vertu de (5) ou (6) dans le cas du deuxième Tableau, c'est-à-dire quand 
une et une seule des deux premières lignes ou colonnes n'a aucun élément nul, 
il faut que si les trois éléments de cette ligne ou colonne sont de même signe, les 
deux éléments non nuls de la troisième ligne ou colonne ne le soient pas et 
vice versa; il faut donc que Ton ait e'"==: — ee'e''. 

70. On est finalement conduit aux trois Tableaux suivants, dans lesquels on 
peut permuter soit les deux premières lignes, soit les deux premières colonnes, 

oEoLlee s' pl^ ^ — ^* 
o o e'J l^c* o — E&'e'J i^c — £ o ^ 

Le premier de ces Tableaux contient deux e indépendants, mais l'échange 
de ses deux premières lignes produit le même effet que l'échange de ses deux 
premières colonnes; le dernier ne contient qu'un seul t indépendant; chacun de 
ces Tableaux fournit 8 classes de substitutions; celui du milieu contient trois t 
indépendants, il fournit 82 classes de substitutions. Il y a donc au plus 
48 classes de substitutions pouvant transformer F en elle-même. Les représen- 
tants de ces 48 classes peuvent s'écrire à l'ordre près des deux premières lignes et 
avec e =di i, 




I o 
I I 
s o 

— I 

— I 

e 




I o 



I I 



o 



o 

— I 

o 




— I 



— I 






I — 




— e 






o 




Nous avons effectivement trouvé des substitutions appartenant aux 24 classes 
de la première ligne; il en existe aussi des 24 classes de la seconde ligne, car 
celles-ci se déduisent des premières en changeant tous les signes, ce qui ne peut 
empêcher les conditions écrites plus haut d'être réalisées. 

71. Je dis que les substitutions de la première ligne forment un groupe indé- 
pendant de celles de la seconde ligne. Pour le prouver, il suffit de montrer que, si 

pour deux substitutions D et D', le premier mineur * * 1 a ses éléments 

congrus à o ou i, il en est de même pour le produit DD'. Ceci résulte des pro- 
priétés des deux premières lignes ou colonnes indiquées plus haut. Eu effet, si 
A. 8 
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dans Tune des deux premières lignes de D, Tun des deux premiers éléments est 
nul, le troisième Test aussi; par suite, dans sa combinaison avec l'une des deux 
premières colonnes de D', le seul terme non nul sera le produit d'un élément du 
premier mineur de D par un élément du premier mineur de D', les éléments cor- 
respondants de DD' seront donc bien congrus à o ou i (mod i — X). 

Si les deux premiers éléments de la ligne de D sont différents de zéro, ils sont 
tous deux égaux à i et le troisième n'est pas nul; si la colonne de D'avec laquelle 
on combine cctie ligne de D a un de ses. deux premiers éléments nul, le résultat 
est le même que dans le premier cas; sinon, la colonne a aussi ses deux premiers 
éléments égaux à i et le troisième à iti i; l'élément correspondant du produit est 
congru à une des quantités suivantes 

1X1-1-1X1-1-1X1=0, ixi-hixi-t-( — i)x( — i) = o, lXl-hIXI-f-( — i)xi = i. 

Le premier mineur de DD' a donc bien, dans tous les cas, ses quatre éléments 
congrus à o ou i . 

a. En résumé, le groupe S est un sous-groupe invariant d'indice 2^ du 
groupe ï qui est lui-même un sous-groupe invariant d'indice a du groupe total 
des substitutions semblables de F. 

III. — Étude d'un sous-groupe particulier. 

73. Parmi les substitutions qui transforment F en elle-même, il en est qui 
jouent un rôle particulièrement important dans les travaux de M. Picard. On peut 
les définir de la manière suivante : 

Posons d'abord 

d'où 

M«i -h vw^ -h Vx w = xxi -h yyx, — zz\. 

A toute substitution linéaire 

(a) (a, i-, IV, mu -\- nv '\- pw ^ m' u -^ n v -h p' iv ^ ni" u -\' n" v -k- p" w ) 

eflTecluce sur u^ r, w correspond pour x, y^ z une autre substitution linéaire 

(?) i^sy.z, kx^Xiy-^Cz, \'x^VVy^C'z, X" x -^ W y -{- C: z). 

Considérons maintenant une forme linéaire et homogène en x^ y^ z\ soit 

Effectuer la substitution (^) sur jc, y^ z revient à effectuer sur X, Y, Z 
(Y) (X, Y, Z, AX-f-A'Y-f-A'^Z, BX -h B'Y -i- B'Z, GX -+- G' Y -}- C'Z). 
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Enfin, posons 

X _ 

Z "^' z 

à la subslilution (y) correspondra pour ces nouvelles variables 

^^ V' C5-+-G'ïi4-G'' "GJ-hG'r, -rCV' 

Ç et 7i étant ainsi reliés à w, (>, iv, les substitutions particulières (a) que je vais 
considérer sont celles qui transforment en lui-même le point 

Ces substitutions forment un groupe, je rappellerai le groupe R. 
74. Pour déterminer la forme de ces substitutions, posons 

e = — 1 T, — 



GJ-HG'/i-hG" • GJ-hG'r, ^G'' 

il en résulte 

_ A$-4-Aïr,-n)-hA'^-A' , _ (B-hG); ^(B'-hC)(T, h- i) h- ir-i-G'^- Fr- G' 

^ ~ GÎ-hG\T,-hi)-^-G'-G'' ^*-^'- c$-4-G'(r, -f-i)H-G'— G' 

Pour que Ç = 7^ 4- 1 = o entraîne 5'= t/+ 1 = o, il faut d'abord C — C';^ o; 
comme on peut multiplier les deux termes de chaque fraction par une même 
quantité, nous pouvons poser G" — C'= 1. Il faut ensuite 

A"— A' = o, B'-h G'- B'— G' = o; 
on a ainsi 

^ G$H-G'(Yi-hi)-hi' ""* G$-+-G'(T, -i-i)-hi* 

La substitution (o) étant ainsi particularisée, la substitution (^^ devient 
[x, y, z, Aa?H-Bj-f-G5, A'x -f- B> -i-G'«, A'x ■+- (B'— Oj- -h (G'-+- i)c] 

et la substitution (a) correspondante est 
\ii, V, IV, AM:-+--'_(B-hG)P-+- -^(B — G)»», v/^A'a-i-(B'-hG')('-H(IV — G'-i)(r, n'I. 

A, B, C, A', B', a étant quelconques, on peut l'écrire 

(w, Vj Wj mu -h nv -H/^w, m'u -t- /iV -hp'w, iv), 

où m, 72, Pj m'y n'y p' sont aussi quelconques. Cherchons parmi ces substitutions 
celles dont les coefficients sont des entiers complexes aux unités i et X et q\\[ 
transforment F en elle-même. Pour que la substitution vérifie cette dernière con- 



6o 

(lilioD. il faut que l'on ail 
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{mu -+- iw -\- p{v){m\ «I -f- «ii'i -+- p\Wi) 

-h { m' ti >- n' V -i- p (»' ) i^'i H- ( //l'i f<i -i- /i ', t^i H- />'i «'j ) «• = uux-ir ViVx -h f'j tr. 

il t'n résulte 

So'il p'= rj -h X^r' (^ et </' réels), d'où p' -h /f\ = açr — g\ nous aurons 

En définitive, nous avons la substitution suivante 

011 /> est un entier complexe et q un entier réel. Le Tableau des coefficients est 

I 00 

— \(l'^lX)q -hXppi 1 —pi 

P <* ' , 

73. Les subslîtutions représentées par ce Tableau forment un groupe. En effet, 
soient p' et // deux valeurs de p] gr', q" deux valeurs de y, on a 



.y. : _;,] (, 



I o o '^ 

f-hlp'p\ i -p]} 
P' o I J 



{l-^%l)q'-^lp'p\ I — />', I |(l-+-tiX)^" 
p' O I ^ I, p- 

Il O o 

{i^'?.lng'^q")^l(p'p\-^p^p\)-p'p\ I -(/,;+/,•;) |. 



Mais 



et 



ip'p'i- i^p\p\ 



étant la différence de deux quantités conjuguées, est le produit de i -h 2À par un 
entier réel. La substitution du second membre rentre donc dans la substitution R 



en posant 



P = P^P 



q^q -^q 



\p'p'',-l^p\p' 

I -4- 2X 



On remarque que deux substitutions du groupe R ne sont perniulables que si 
Ton a 
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76. 11 est facile de trouver trois substitutions, dont les combinaisons repro- 
duisent toutes les substitutions du groupe R. 
Considérons les trois substitutions 



R, = T,T} = 



^ I o o ^ 

s, I o I 



L— X» o ij 

" i o o^ 

X»— X I o . 
^ o o ij 



R8=(T,T,)«=(TtT0» = 



On a, en désignant par a, ^, y des entiers réels quelconques, 
^ I o o S /* I 



R? = 



aX 



a(a — i) 
t I — 



'2 



O I 



— (i-h2X>-^ ^-4-Xa* I — 



o 
I 




R? 



= n*- 



I O O S 

pX« o I J 



(I 



= L_(. + ,X)&ii±i>+X?. . 



«ï 




-^) 




2 

-px« 

-— (i-+- 2A)y 
o 





Dans R^, p est un entier réel quelconque; dans R^, c'est le produit d'une 
racine cubique imaginaire de l'unité par un entier réel quelconque; dans ces deux 
substitutions, q est déterminé en fonction de p] dans RJ, p=Oy mais q est un 
entier réel quelconque. En combinant ces trois substitutions et en remarquant 
que l'on a 

x.(, + p + «p)-î<^^:=i>-Mizl) 



OD trouve 



r?r3ry = 



O 



_(, + »X)[-r + a? + îi^-4-Pi^]-HX(a.-H..3 + 3.) , 

a — PX« o 



-(«-pX) 



O 



C'est une substitution R, où 






0(04-1) P(P-hi) 



] 
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ont toate la géaéralîté voulue. R|, R^, R^ peuvent donc être considérées comme 
les substitutions fondamentales du groupe R. 

77. M. Picard a calculé les substitutions du sous-groupe de R contenu dans 
le groupe S. En eflTet, ses substitutions fondamentales, également au nombre de 
trois, sont toutes trois congrues à Tunité (mod i — À). La troisième est Rj qui 
est en eflet une substitution S. Il n'est pas surprenant qu'elle figure ici aussi; en 
efTel, une substitution de même forme non congrue à l'unité serait congrue à 



(; ■ ;) 



avec i = zrzi] or nous avons vu qu'aucune substitution de ces deux classes ne 
transforme F en elle-même. 

Les deux autres substitutions de M. Picard sont 



f ' ' ' 1 

R'j = Aî-i I X-i = R,R, 

Li->» o i J 

f ' ' ' 1 

ti-> o I J 






,= (T,Tf)2TiT,(T,T,)». 



Cette dernière expression peut se simplifier au moyen de l'ideolilé (26) qui 
peut s'écrire sous les trois formes suivantes 

T|TiT,= TiTjTf, T,TiT,= T,T,T,, Tf TîT, = T,TÎT|. 

On a en conséquence 
RîRj»R3 = (T,Tî)nT}T,T,)T,(T,Ti)* = T,TîTî(T,T,T,)Ti=T,(TfT|Ti)T,TÎ=T}T}. 

En procédant comme au numéro précédent, il est facile de voir que R*R'f RJ 
est une substitution de la forme 



I o 

p'ii — X) o 



',('-^')L 



où p' est un entier complexe quelconque, q un entier réel quelconque; c'est la 
substitution R la plus générale qui soit contenue dans S. 

78. Je désignerai par (T|, T2) le groupe engendré par T» et T2. Je dis que R 
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G3 



est un sous-groupe invariant du groupe (TiTo). On a, en effet, 

(I o o 

— X/> o I 



T,RTji = 



(I 



4- '2 À ) ( < 



l-h îX 



)- 



O O *^ 

PPI I >^VI 

o I 



ce sont bien des substitutions R. 

Je dis de plus que R est un sous-groupe d'indice 6 du groupe (T,, Tj). Pour 
le prouver, je vais montrer que toute substitution (Tj, T^) se dëduit d'une sub- 
stitution R en multipliant celle-ci par une puissance de T^, c'est-à-dire par une 
des six substitutions i, T,, T^, . . ., TJ; on pourra d'ailleurs choisir la substi- 
tution R de manière qu'il faille la multiplier soit à droite, soit à gauche. 

Toute substitution (T1T2) peut être considérée comme un produit de substi- 
tutions telles que 

I o o 



TÎT,T? = 



J—X)» o (— X)*-<-?+i^ 



Ces substitutions sont de la forme 



I o o 

(I^-2X)gr-^X/?/?| I — />,(— X)'« 
P o (-X)' 



\fn 



C'est le produit d'une substitution R par T^. Il suffit de prouver que si deux 
substitutions sont de cette forme, il en est de môme de leur produit. Or, en 
remarquant que l'on a 



M = 



il -h il) (q' 
(l-haX) \q' 



q'')-hl{p'p\^p''p\)-p''p\{ 

Xv',;>'(-Xr'-X/>>ï(. 



X )-'«' 



I -h -2 X 

i[p'^p'(-rr-]ip\+pu-i)-'"], 



J 



on trouve 




o (-À)'"' J l P' 

O 

— /?î(— ly'—p'i (— X )'«'♦'«■ 



o 



o 



lp'p\ I 

o 



-/>ï(-xr- 
(-Xr' 
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C'est le produit d'une substitution R par T'f ■^'"'. La proposition est donc bien 
établie. 

79. Si nous ajoutons aux deux substitutions T|, T, la substitution 



[— X o o " 
o — X o , 
o o — X ^ 



comme cette substitution est permutable avec toutes les autres et qu'elle a 6 pour 
période, on voit que le groupe (T|, Ta) est un sous-groupe invariant d'indice 6 
du groupe (T|, T2, H). Ce dernier n'est pas un sous-groupe invariant du groupe 
total. Remarquons seulement que l'on a 

et que par suite, pour avoir le groupe total, il suffit d'ajouter aux trois substitu- 
tions T|, T2, H qui ont pour période 6, la substitution 0' qui a 2 pour période. 
11 en résulte que toute substitution du groupe total est le produit d'une puissance 
de H et d'une série de substitutions de la forme 

où Rpg, Rjf sont des substitutions R construites respectivement avec les nombres /?, 
q et 5, /. 

Considérons le produit de deux de ces substitutions; c'est 

Ty Rpçe^ Rst Tï Tï R,, ,^ e» R,r Tï', 

mais Rf^T^T" Ry,y est le produit de deux substitutions de (T|, Tj); c'est donc 
une substitution de ce groupe; on peut donc écrire le produit considéré 

Tî«Rp,,e3R,^Tîe3R^',.Tî'. 
Toute substitution du groupe total est donc de la forme suivante 

II«Ty'R;,,e'R,,Tîe3R,., Tf e^R^^rTf. . . . 



TROISIÈME PARTIE. 

RÉDUCTION D'UN SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS LINÉAIRES D'ORDRE k. 



I. — Préliminaires. 

80. J'appelle substitutions d'ordre k celles qui reproduisent la forme F mul- 
tipliée par l'entier réel k. Je suppose ces substitutions sous forme homogène et 

je les écris 

l a' = Aj IV H- Bj p -h G3 ££, 
(3/i) { V == A,iv-i- Bj^j-hCia, 

( iv'= Aiw -+- Biv -h C|«, 
ou encore 

U = 




Les quantités conjuguées des A, B, C seront désignées par les lettres grecques 
correspondantes. 

81. Si Ton écrit que la substitution (34) reproduit F multipliée par k^ on 
trouve que ses coefficients doivent vérifier les conditions suivantes 

r A,p,-+-A,p,-f-A,p,= A:, 

GiYi-hC,Yi -♦-G,y» = ^', 

. A,fltj-+- Aia,-+- Aja, = 0, 

^^ ' B,p,-f-B,p,-hB3P, = o, 

Cl atj -H Cj»! -h CsŒl = o, 

G, P, -t- G, ?, -*- c, p, = o. 

Il résulte des deu^c dernières de ces équations 

(36) G| ___ Ci __ . G3 _ ^ 

«ips— «sPi a»Pi— «fPa aiPi— «iPî 

5, valeur commune des trois rapports, est en général une quantité complexe; 
(T désignera la quantité conjuguée. 

A. 9 
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Tirons C|, C2, C3 des équations (36) et portons leurs valeurs dans la seconde des 
équations (35); nous aurons 

5ff[(flttp,-a,pi)(A,B,~A,B,) 

■+-(a3pï-«i[i8)(A,B,-A,B,)4-(a,p,-a,p,)(A,B,-AtB,)] = -fr, 
ou 

5ff[A,p2(B3a8-H-B,a,)-4-A,Pi(Bjaj-hB,a,)-4-A,p3(Bja,-+-B,a,) 

-A,ott(B,p,H-Btp,)-A,a,(B,p3H-B,p,)-A,«,(B,p,-+-Bip,)]=A:, 

ou, en tenant compte des autres équations (35), 

»(j[AiP,(A: — B,«,)-4-A,p,(Xr-B,a,)-hA3p,(^ — B,a,) 

^ A, a, B, p, — Al a, Bj p, -t- Aja,B,p,] 



= k. 



OU enfin 



I 



Il résulte de cette relation que k doit être un entier susceptible d*élre mis sous 

la forme 

A- = (a -I- 6X) (a H- 6X«) = a*— aô -+- 6*, 

c'est-à-dire un entier de la forme Sm-j-i ou 3(3/?i-f-i). 

En désignant par p l'une des deux racines cubiques imaginaires de l'unité, 
par Pi une des trois racines cubiques de Tunité, pal* n un entier réel et en 
posant e = ±: I, on déduit des relations précédentes 



En remplaçant s par cette valeur, il résulte des équations (36) et (35) 



A,B3-A,Bt 

(37) I BiC,-B,C, 

AsCi — A1C3 






A3B, — AiB, = ep, 

AjCs — AjCi = tpi 



H-Hl 



(a-t-6p) 
(a-+-6pï)' 

(a-r-6p«)« 



ïïl 



p.. 



«-f-1 



(a-h^p*)'» 



«îj 



A,B, 
B,Ci 
A,C, 



A,B, 
B,G, 
A,C, 



= epi 



— BiGi = cpi 



_ {a-^bçi) 



nn-l 



(a- 






(a-h6p«)' 



_ (g-4-6p) 



«-Kl 



= epi 



(a-h6p»)« 



Ta- 



pa, 



«3 



Enfin, on trouve 



A, B, G, 
A, B, C, 
A3 B3 C3 






La valeur de ce détermÎDant devant évidemment être entière, on voit qne n ne 
peut être que o ou i . 
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82. Résolvons les équations (34) par rapport à u, i^, w; nous aurons 

(38) { t' = T(ai w'-H «li^'-h «aa'), 

Cette substitution étant l'inverse de la substitution (34) doit reproduire F 
multipliée par-r- En exprimant qu'il en est ainsi, on trouve le système suivant de 
conditions, équivalent au système (35), 

Al3|-+- Blttl-h C|Yj= ky 

A3P34- Baas-*- €373= ^» 

,., , . AiP,-+-B,a, -f-GiYi = o, 

(5g) ( 

Aipî-+- B,ai-HCtYj=o, 

AiPi-+-Bia,-+-CiY3 = o, 

Aip3-+-B,aj-4-G,Y, = o. 

83. Si U et U| sont deux substitutions d'ordres respectifs A* et ^i, on vérifie 
facilement que UU| est une substitution d'ordre kk^ . 

Si U et U' sont deux substitutions d'ordre Ar, si T est une substitution d'ordre i 
et que Ton ait la relation 

(4o) TU = U', 

on dit que les substitutions U et U' sont équivalentes. 

Je me propose de former un système complet de substitutions non équivalentes 
d'ordre /r, k étant un entier premier. Il sera nécessaire de traiter séparément les 
deux hypothèses k = 3m -h i et A: = 3. 

84. Nous avons vu que, a étant un entier quelconque, 



T? = 



î= o 1 o 

U o (->)0 



est une substitution d'ordre i ; or, on a 

si U' se déduit de U en multipliant par ( — X)^ les éléments de la troisième ligne. 
Deux substitutions ainsi déduites l'une de l'autre sont donc équivalentes. Il en 
résulte que dans la recherche des substitutions non équivalentes, on peut toujours 
réduire à l'unité le facteur epi des relations (37). 
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De même, la substitution 



[O I o 
r o o 
o o I 



est une substitution d'ordre i , et l'on a 

e^U = U', 

si les substitutions U et U' se déduisent l'une de l'autre par l'échange des deux 
premières lignes; de telles substitutions sont donc aussi équivalentes. 

85. D'une manière générale, dans la relation (4o)î considérons U et U' comme 
donnés et proposons-nous d'en déduire T, si c'est possible. De cette relation on 
tire 

c'est-à-dire, en désignant les éléments de T, comme plus haut, par M, P, R et 
ceux de U' par A', B', C : 

k k k 



M, P, Ri = A', b; c\ 

Ma Pa R3J Us B', cj 



'k k 



«2 
k 



ï! ïl Ï2 
k k k 



ou 



(4i) { M, 
M3 






Pi 
P« 

P3 



j(A',?,-+-B>, 
i(A;p,-^B;a^ 






Ri 
R2 
Ra 



-^,(a;p,^-b>3 



i(A;?3 + B',a3H 






Pour que les substitutions U et U' soient équivalentes, il faut et suffit que ces 
quantités soient des entiers. 

86. Si dans les relations (3^) on fait n = i, on voit que tous les éléments de 
la substitution sont multiples de a + 6p. Or considérons la substitution 



(O 



[a -h 6 p o " *1 

o a -h bp o I 

o o a -\-bp } 



C'est une substitution d'ordre h pour laquelle n = 1 . Mettons-la à la place de U' 
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dans la relation {^o)', les équations (4i) deviendront 



P. 






_ ? 



a -HOP* a-hop- 



M,= 



M5 = 



«j 



a -h 6p* 



P« = 



«i 



a -h bp"^ 



R« = 



«3 



a-h bp* 



Y« 



a -+- 6p* 



p,=^^ 



a H- 6p*' 



"8 = / — i 



On voit que, pour qu'une substitution d'ordre k soit équivalente à (!^), il faut 
et il suffit que tous ses éléments soient multiples de a + bp. Ainsi toute substi- 
tution d'ordre k pour laquelle n = 1 est équivalente à (!^). On peut donc, en con- 
servant (Ç), supposer désormais n = o. Il est d'ailleurs à remarquer que (!J), 
remplaçant m, if, iv par des quantités proportionnelles, perd tout intérêt si l'on 

considère seulement les rapports — > — • 

87. La méthode que je vais appliquer successivement àA'=3m-f-iet premier 
et à A* =3 consiste à traiter d'abord le problème dans un cas particulier. Nous 
verrons qu'en faisant certaines hypothèses restrictives sur les coefficients, il sera 
facile de résoudre les équations de condition et d'obtenir la forme générale des 
substitutions d'ordre k vérifiant ces conditions particulières. Cette forme géné- 
rale obtenue, Il sera aisé d'effectuer la réduction. Je trouverai ainsi un système de 
substitutions d'ordre k non équivalentes entre elles. Comparant alors les substi- 
tutions les plus générales à celles de ce système, je montrerai qu'elles leur sont 
toutes équivalentes et, par suite, que ce système de substitutions non équivalentes 
déduit de substitutions particulières est néanmoins général. 

II. — A: est premier et de la forme 3 m -4- 1 . 



88. En supposant n = o et epj = — i, les équations de condition peuvent 



s'écrire 



(4a) 



AiPi-hBia,-i-C,Y, = 0, 
Al Pi 4- B2 «2 -+- G2 Yî = *> î 



(a ■+- 6p')A3= aiYi— «i Y», 
(a-h6p«)Bs= piYî— ?2Ti» 
(a -h bp^)Cz = aipj— ajPi. 



Les hypothèses particulières que je considère sont d'abord que A2P2 et B, 
soient réels et que A2, B2, C2 soient multiples de k. Les trois premières des 
équations (42) pourront alors s'écrire 



(43) 



j A,p,-+-B,a2-h CiYi= X', 
< Bi(A,-r-a,)-i-CiYi = o, 

( 2A,?2-+'G2Yi=0' 



JO R. ALEZÂ1S. 

La dernière de ces équations exige que Ca soit pair, et, comme je le suppose 

multiple de k, je poserai 

Gt= tiAriji, 

T|| étant une quantité complexe conjuguée de 7|. On aura 

Des solutions que peut avoir cette équation je n^envisagerai que les deux suivantes : 

(44) A2 = — îArTjirji, B,= ^, 

(45) Xj=ky B, = — a^TjTj,. 

Les tableaux des substitutions fournies par ces deux solutions se déduisent Pun 
de l'autre en échangeant les deux premières colonnes. Il suffira d'effectuer le reste 
du calcul pour le premier de ces tableaux. 

En portant les valeurs (44) dans la première des équations (43)> il vient 

Al— 2TiTritBi-f-2TiG,= l, 

d'où 

(46) 2 7jG, = i — A,-4-2Tr37)iB,, aT;iYi= i — «i-f- aT^7),B,, 

Ces valeurs portées dans la seconde des équations (4^) donnent 

(47) 4Y3»7)}BÎ-^-ur,TJ^B,(2-^ Ai-+-a,)-h(i — A,)(i — ai) = o. 

Cette équation du second degré en 27|7||B| a pour binôme caractéristique 

8(At-f-ai)-4-(Ai-a,)». 

Pour que 2ir|7|| Bi soit réel et entier, il faut que cette quantité soit le carré d'un 
entier réel et positif. Soit m cet entier et soit A^ = p -j-Xq (p et q réels); nous 
aurons 

(48) m«-+-3<7«= 8(a/) — ^). 

Il faut que m elq soient tous deux pairs; car, s'ils étaient de parités différentes, 
le premier membre serait impair, et, s'ils étaient tous deux impairs, le premier 
membre serait congru à 4 selon le module 8. Soient donc 

l'équation (48) deviendra 

Il faut encore que m' et q' soient de même parité; posons donc 
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et nous aurons 

n« — n ç' -H ^'* = /> — q\ 

Le premier membre est la norme de n + \q' . Soit 



il en résulte 






et; par suite, 

Al =^^1-4-^—^1, m = 2(^-4-^,). 

Posons g = \-^ f\ nous aurons 

A, = n- -^f-^ffu /n = 2(2 -^f-^fx ). 

Enfin, les équations (47) et (46) donnent 

2r^r,iB, = — /^,, 2r,Gi=- 2/(1 H- fi). 

Ce n'est qu'une des solutions, mais on se rend compte facilement que la seconde 
se ramène à la première. 

Pour que B| et C| soient entiers, il faut que/* soit multiple de 271. Soit donc 

nous aurons 

A, = I -f- 4Tje -f- 4ifj7), 661, Bi = — '2 061, G| = — 26(1 -+- 2T),e, ). 

Enfin, le second groupe des équations (42) fournit As, Bs, C3. 
En résumé, en tenant compte de la solution (4^), nous obtenons les substitu- 
tions 

rBi A, Cl 
V = 



[Al Bi Ci^ 
A, B, G, , 
A, B3 G,J 



B, A, G, 

^Bj Aa Gj 



En posant 



A, = n- 47je 4- 4i^>iiô6,, B, = — 26O1, Gt =— 2Ô(r 4- 27), 6, ), 

Aj = — 2A:tj7Ji, Bt=A:, G2=2A:tii, 

A, = — 2(a-h6p)Ti(r-+-2Ti|0,), B5= 2(a H- 6p)6i, G3= (a h- 6p)(i -+- 4î1i0i). 

89. Il suffirait, en vue du but que je me propose, d'effectuer la réduction de 
ces substitutions en y supposant 7\ réel; toutefois, comme cela n'entraîne aucune 
complication sérieuse, je laisserai à cette quantité toute sa généralité. 
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90. Cherchons d^abord dans quels cas deux subslitulions U, ou deux subslilu- 
lions V, ou une subslîlution U et une substitution V sont équivalentes. D'une 
manière générale, nous avons vu que, pour déterminer si deux substitutions sont 
équivalentes, il faut porter leurs coefficients dans les relations (4i) et chercher si 
les nombres M, P, R ainsi obtenus sont entiers. Des deux substitutions dont je 
cherche Téquivalence, je supposerai l'une caractérisée par t^, 8, p, l'autre par r/, 

6', p'. 

On trouve que les quantités M, P, R sont les mêmes si l'on compare deux 
substitutions U et si Ton compare deux substitutions V; mais elles ont d'autres 
valeurs si l'on compare une substitution U et une substitution V. Je désignerai 
par M', P, R' les quantités M, P, R relatives à ce second cas. 

Posons 



(49) 



(5o) 



Ml) 
P,) 

R.) 

M,) 

R») 

M,) 
P.) 

Rj) 

M',) 
P',) 

R'.) 

M'.) 
P'.) 

R'.) 

M',) 
P'.) 

R'.) 



i-H4VO'-f-4VViO'6',-+-4TlT.,e'6', — 4r,(.-(-aT/,0',)0', 

(i-+-4V0'-i-4ii'Vi8'e',)ee,-+-(i-t-4ii0i-t-4Tiiie0i)8'6', — a(i 
(I + 4ï!e'+ 4t)'t/, 6'e',)e -+- aii,(i + 2r,e)e'0', — (i + 4';e)(i 

Tf/Vi + ITQi— ariVii 

4V'i'i80,-+- i-i-4iiie,-4-4lTlie6, — 4Vi(«-^2l9)0i, 

aV/i 8-1- 1)1(1 -H 21)6) — Vi(i -H 4l<l), 

V(l -t- 2T)', 6',) + aT,Tl,6', — Tl(l ■+■ 4Vl«'l). 

ar,'(i-f. ar,; 0',)ee, -t- (I -f 4li9i-t- 4lTliOe,)e', — (n- aYiO)(i -h 4 Vi 9'i)9i, 



aiiO)(r-i-2V,«'.)e,0', 
aV,6',)e', 



= 4l'(i -H ai)'i 0',)0 + 4t|,(h- 87)6)6', — (I -H 4t|0)(h- 4 Vi 6'i). 



6' 6', -H r,T),(i H- 4T/e'H- 4 VVi6'6',) + aii(n-aT/,6',)6', 

4ee,6'6',-+-(n-4ii0i-+-4')iie6,)(i-i-4Tî'e'-(-4T/Ti'i6'0',)-i-4(n-ai6)(i 

aôô'e', -+- r,,(n- aT)e)(i -I- 4ii'6'-i- 4 VVi 6'9',) -h(i -F 4t,6)(i -t- aV, 6',)9', 

«-t-4ll'i-<- 4'>liliVl'i. 

66,-+- Vl'.(> + 4^t6i -H 411166,) -t- aT/,(n- aTi6)6„ 

6 -1- ai), Vl'id + ^l») -t- l'i(« -t- 4t|8), 

9'i M- ai1in'(i -I- aVt 9'i) -H 1(1 -i-4Vie',), 

a6e,6', H- V(n-4li0i-l- 4îl1iMi)(f -f- 21)', 6',) -i-(i -h aïi6)(i -i-4l'i 9i)6i, 

466', -t- 4'«)il'(' + aiô)(' + 2I1 *î) -*-('-*- 4l6)(« -t- 4 Vi 6'«)- 



ïViÔ'i). 



Si l'on cherche l'équivalence de deux substitutions U ou de deux substitu 
tions V, on trouve 



M, = (M,), 
(5i) { M, = — A:(M,), 



M, = -a(a-t-6p'){M,), 



Pi 
Pi 
Pj 



-^(P.). 

(P.), 
a 
a 



ï^î^^*^' 



Ri 
Ri 
R. 



— a(a-t-6p«)(Ri), 
a -(- 6p' 



a 



bç, 



(R.)- 



Si Ton cherche l'équivalence d'une substitution U et d'une substitution V, on 
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trouve 



M', = -a(M'.). P',= ^(P,), R', = -^-l^(R',), 

(5a) {M'.= (M,), P',=-a(Pi), R', = a(a-i- *p»){R',), 

M;=a(« + *p'.)(M',), Pi=__^(P',), R', = ^±*^(RV). 

91. Les seules quantités qui ne sont pas toujours entières sontP|, R|, P3, R3, 
ou P',, R',, P',, R3. Pour qu^elles le soient, il faut que (Pj) ou (P',) soit multiple 
de k et que (Rj), (Pj)? (Rs) ou (R',), (P'3), (R',) soient multiples de a + 6p, ou 
de a 4- 6p'. 

Il est à remarquer que Ton a 

(53) (Pi) = e,(R,)^(Q,) = 0'(P,) + (Q3), 

en posant 

5 . ) (Qi) = (ï-f-a^iOi)e'0',-(i-f-2Vie',)e,e', 

' l(Q3) = (i-+-2r/e')oe, -(i -H 1716)6,0', 

de même 

(55) ( P'O = 26,(R'0 ^- (Q',) = a6'(P',) 4- (Q',), 



en posant 



(56) 



(Q',) = (1-4- 2îii6i)(i -^ 4 V<>' -+- 4 VVi «'0',) -H 2(1 -+- 2V1 6',)6,6', 
(Q',) = (n-2V6') (i^-4îli6|-*-4TiTii66|) -4-a(n-ai(i6)6i6'. 



Il en résulte que, pour que (P|) soit multiple de A:, que (R|) le soit de a + 6p 
et (P3) de a-|-6p*, il faut et suffit que (R,)et(Qj) soient multiples de a-j-ép et 
que (Ps) et (Qs) le soient de a + 6p^* Une remarque toute semblable vaut pour 
les quantités accentuées. 

92. Les formules précédentes vont d'abord nous permettre de déterminer dans 
quel cas deux substitutions U ou deux substitutions V correspondant à la même 
valeur de v] sont équivalentes entre elles. Pour cela, je fais t/=7| dans les for- 
mules (49) et (54); il vient 

(M,)=i, (P,)r=e6,-+.6'6'i-26,6\ (R,) = 6-6„ (Qi) = 6'(6',--6,), 

(M,) = o, (P,) = i, (Rî) = o, 

(M,) = o, (P,) = 6',-6t, (R3) = i, (Q8) = 6,(6-0'). 

Portons ces valeurs dans les équations (3i). La valeur de (R3) montre d^abord 
qu'il faut supposer p'= p. On voit ensuite que (R|) et (QO, (P3) et (Q3) vérifie- 
ront les conditions voulues si et V sont tous deux multiples de a + 6p, ou 
A. 10 
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si 6 — 6' est multiple de k. Ainsi, pour une valeur donnée de tj et pour chaque 
détermination de p, un Tableau U ou un Tableau V fournit autant de substitu- 
tions non équivalentes entre elles qu^il y a de classes de nombres de la 
forme m-hnp, selon le mod k. Ce nombre est norme de À' = k-. Chaque Tableau 
fournit donc en tout, pour une valeur de Tj, 2^^ substitutions non équivalentes 
entre elles. 

93. Je vais maintenant entreprendre la réduction des substitutions U et V, en 
cherchant à les ramener aux substitutions 



(Oi) 




— 2OO1 1 — 2O 

(?) I A- o o 

2(a-4-ôp)0i o a-+-bp 

qui se déduisent respectivement de U et de V en y faisant t^ = o. 

Mais, auparavant, cherchons dans quels cas ces substitutions (a) et (^3) sont 
équivalentes entre elles. Supposons que, dans ({3), et p sont remplacés par 6' 
et p', puis faisons T^ = t\'= o dans les relations (5o) et (56). 

Nous aurons 

(P',) = i-f.40,0'-+-4e0i0'e',, (R'i) = 0'(n-!iOO'j), (Q',) = i-f-aeiO', 

(n;)=ôi(i-+-2oe',), (R3) = 1-^460;, (Q'3) = i + '2ô,e'. 

• On voit d'abord que (P,) ne peut être multiple de k que si 6' est premier avec k. 
Si cette condition est réalisée, la réduction est toujours possible; en pre- 
nant p'=o, elle se ramène à rendre (R/,) et (Q',) multiples de a + tp, (P!,) et (Q,) 
multiples de a + ftp^; or, toutes ces conditions sont réalisées en déterminant 6 
de manière que 1-4-266'^ soit multiple de k, ce qui est possible, puisque 8' est 
supposé premier avec k. Ainsi, pour qu'une substitution (^) ne soit pas équiva- 
lente aux substitutions (a), il faut et suffit que la valeur correspondante de Q ne 
soit pas première avec k. Elle peut être multiple de a-^bp^ ou de a-i-bp, 
p étant celle des racines cubiques imaginaires de l'unité qui figure dans le der- 
nier élément C3 = a H- 6p. On obtient donc deux Tableaux de substitutions non 
cquivalenlt'S aux substitutions (a)', en posant 6 = \L(a -h 6p^), on a 



(?') 
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et, en posant 0= iJL(a 4- 6p), il vient 



(P') 



ko o 

^ 2 {Il A: o a-hbp 



Comparons ces deux Tableaux. En remplaçant dans le second u et p par il' et o', 
nous aurons 

P, = — ^ [ jxjxi A- -+- .u'fx'i X' — 2 [1, ^i'( a H- 6 p) (a -h 6 p')], 



P.= 



p 

7. 



_ a-f-6p^ 
a-\-bp 

On voit facilement que ces quanlilés sont entières si p'= p et si |jl est multiple 
de aH-6p. Ainsi, toutes les substitutions de {^'') sont équivalentes à celles de (P') 
qui correspondent à iji = o et aux deux déterminations de p. Il suffit de retenir 
le Tableau (^'). Ce Tableau fournit ^k substitutions (autant qu^il existe de classes 
de nombres selon le module a-\- frp, pour chaque détermination de p) non équi- 
valentes entre elles et non équivalentes aux substitutions (a). On peut aussi 
conserverie Tableau (p), à la condition d'y opposer 8 multiple de « -f- &p^. 

94. Ceci établi, comparons toutes les substitutions U et Vaux substitutions (a) 
et (P). En y faisant tt^ = o, les relations (49)? (3o), (54), (56) donnent 

r (R,) = (i-f-4Vô'-+-4VViô'ô'i)0-(n-2r/,e,)0', (Q,) = e'[0', -(i + 2T);oi)e,], 

(57) I (P3)=^2r/(n-2V,o;)oe,-(i-4-4ViO',)o,-t-o'„ (Q3) = o,[(n-27î'0')0-e'], 
( ( Rs) = 4 V(i -+- 2t/,o;)0 -(!-+- 4 ViO;), 

/ (R'i) = e'[2eo', -i-(i-+-2T)',ô',)i, (Q',) = i-+-4V6'-^4VViô'0i-4-2(i-+-2r;i0',)0i0', 

(58) (PV) = ^ô6iô',-+-(i-f-4T/,o\)6i-i-V(ï-HîiVi^'i), (Q',) = i-4-2ve'-+-2e,o', 

( (R',) = 400',-+-{i-+-4rA0V). 

93. Je vais montrer d'abord qu'il existe deux cas où il n'est pas possible de 
déterminer et p de manière à avoir équivalence. Ces cas sont les suivants : 

1° Quand i 4- aV^' est multiple de a + tp^ sans l'être de a -|- 6p et que 0' est 
premier avec k. 

En effet, on peut écrire 

(R,) = (l -H 2r/0')0 -+- (l-H 27);0'i)(2Ti'0 - 1)0'. 

Pour que, dans les hypothèses actuelles, celte quantité soit multiple de a + 6c, 



t de a + bp). 
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i) faut que le soit; maïs alors 6| étant multiple de a + 6p^, (Pj) ne peut l'être, 
et ainsi, avec p':=p, Pj n'est pas entier. Si p'==p^, c'est R3 qui ne peut être 
entier; on a, en effet 

(R,) = (!-+- 2r;je;)(4 Vô - 1) - ^^Vt^^'i- 

Dans les hypothèses actuelles, 1 -i- 2y[\V^ est multiple de a 4- bo ; donc, 7|', et 6', 
ne le sont pas, par suite (Ks) ne l'est pas. 

De même, pour que R'^ soit entier, il faut que 6 soit multiple de a + 6p; mais 
alors (F,) ne peut être multiple de a-»-6p*; donc, avec p'=p, I^, n'est pas 
entier; et si p'= p^, c'est Rj qui ne l'est pas, car 

(R;) = 2e',(2e-f-7,'i)-H(i-f-2Yi'ie;) 

n'est pas multiple de a + 6p. 

2° Quand i -f- sy^'Ô' est premier avec k] 8' premier avec a -|- 6p, mais divisible 
par a + ^p^ et que i + 4V^' est divisible par a H- 6p. 

Dans ce cas, R| et R', ne peuvent pas être entiers. C'est évident pour R',. 
Quant à Ri, il suffit pour le voir de remarquer que l'on peut écrire 

(R,) = (1-1-4^'^')^ -+-îîViô'Ôi(îî')'^ — — Ô'. 

Les deux premiers termes sont divisibles par a + 6p et le troisième ne l'est 
pas. 

96. Dans tous les autres cas, au contraire, on peut établir l'équivalence et cela 
pour p'={>* Nous allons voir, en effet, qu'il est toujours possible de déterminer 
au bien de manière que (R|) et (Qi) soient multiples de a + 6p et que (Pj) 
et (Q3) soient multiples de a 4- 6p*, ou bien de manière que (R'^) et {Q\) soient 
multiples de a + 6p et que (P',) et (Q,) soient multiples de a -\- bp^. 

Remarquons tout d'abord que dans le cas actuel pour lequel valent les équa- 
tions (58), (R',) est le produit par 0' de la quantité conjuguée de (Q,)* Si donc 
(Qa) est multiple de a 4- 6p^, (R',) est multiple de a-hbp et la réciproque est 
vraie pourvu que 0' soit premier avec a -i- Ap. 

Les seuls cas possibles sont les suivants : 

1" Soient V premier avec k; i -f- ar/O' premier avec a ■+- 6p* (multiple ou non 



Pour que (R'j) et (Q'i) soient multiples de a -t- 6p, il suffit qu'on ait 

2oe;-f-i-haT/,e;so, j , , _, , 

> ( moda + 6p). 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES. 77 

Ces congruences admettent une solution commune (modX:); on peut les écrire 

> (moaa -^ 00*), 

2(i4-2V«')««;^-(i-+-4i;ei-*-4VT/ie'e',) ( ^ ^ ^ 

On en conclut, en portant ces valeurs dans (P's), 

%^'ii 4- 2V6')(p; ) S3 (1-4- 2 v^')[' + 4 Vi^i -f- 4 v^'i^'o'f 

(moda + ^p'). 

La quantité entre crochets est identiquement nulle; d'ailleurs, on suppose 6' 
fet I -i- 27j'8' premiers avec a + èp*, il faut donc que (P',) soit multiple de a + frp^« 

a"* Soit B' multiple de a + 6p (multiple ou non de a + ^p^)* 

Il suffit de prendre B multiple de a + bp pour que (R| ) et (Qi ) le soient aussi 
et pour que (Pi) et (Q*) soient multiples de a -{- bp^. 

3** Soient 0' premier avec a + bp et multiple de a4-6p*; i4-4^'B' premier 
avec k (i -+- 27|'0' premier ou non avec k). 

Pour que (Ri) et (Qi) soient multiples de a -h 6p, il suffit que Ton ait 

> (moda + 6p). 

Ces congruences sont compatibles, et si elles sont satisfaites, (P3) et (Qs) se 
trouvent être multiples de a + 6p^. 

Il reste donc bien établi que les substitutions U et V sont équivalentes à (a) 
ou (^), sauf dans les deux cas indiqués. 

97. Cherchons à ramener les substitutions non encore réduites à celles que 
Ton déduit de U et de V en y faisant t; = i, c'est-à-dire aux deux substitutions 
suivantes 



(Y) 



(ï') 



f 1-4-46 + 4064 — a66i —26(1 -+-26,) 

— 2k k 2k 

^ — 2(a-h6p)(i4-2 6i) îi(a-f-6p)6i (a-»-6p)(n-46 

f —2661 14-464-466, —26(14-26,) 

k --2A: %k 

^2(a4-6p)6, — 2(a4-6p)(i-t-26|) (a 4- 6p)(i4- 4^1) 




D'après ce que nous avons dit en général des substitutions pour lesquelles r, 
n^est pas nul, ces substitutions (y) et (y) sont équivalentes aux substitutions (a) 
ou (^), sauf dans deux cas : 

i^ Quand i -4- aO est multiple de a + bp^ sans Tétre de a + bp et que B est 
premier avec A"; 
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2"* Quand 1 -f- 2O est premier avec Xr, premier avec a -+- 6p mais multiple de 
a -f- 6p^ et que i 4- 49 est divisible par a -f- 6p. 

98. Comparons Tune à Tautre ces deux substitutions dans les deux cas que je 
viens d^indiquer. Pour cela, remplaçons dans (y') et p par 6' et p', puis faisons 
Tj =t/= I dans les équations (5o) et (56); nous aurons 

(p;) = 4eOie'e',H-(i-h4<>i-H40o,)(i4-4ô'H-40'6;)4-4(i-+-2e)(n-2o;), 
(r;) = iw 0; -h (I -h 26 )( I -^ 46' -4- 40'o;) 4- (i -^ 4e)(i -h 2e',)0', 

(P'3) = 2Ô0,0'i-+-(H-20'i)(n- 461^-4 00, )H-(i-H2e)(l-+-4Q'|)0l, 

( R'j ) = 466; H- 4(1 -+- 20)(i -+- 28',) 4- (n- 40)(i -h 40'i), 
(Q;) = (i-H2e,)(n-40'-+-4ô'ô'i)-4-a(i-^a6',)6,e', 
(Q'3) = (i-+-20')(i4-40i-h4Q0, )^- 2(1 -4- 26)816'. 

Pour qu*il y ait équivalence avec p'= p^, il faudrait que (P',), (R'J? (P'a)? (R'j) 
soient multiples de a-|- 6p; on trouve que ce n'est pas possible dans les lijpo- 
thèses que nous considérons. 

Soit p'= p, il faut alors que (R'J et (Q',) soient multiples de a H- 6p, et que 
(P3) et (Q3) le soient de a -|- tp^. On trouve que toutes ces conditions sont réa- 
lisées, si Ton a 

2([ + 66'-4-98'8;)8 -+-n-58'-i-68'e;=o, ) . , 

2(i-4-56'-4-66'8'i)8i-HH-48'-i-48'6;so j ^ ^^ 

.Mettons-nous dans le premier cas, c'est-à-dire supposons i-|-2Ô'^ multiple 
de <z-|-6p; i -+- aO' et 0' premiers avec a-\-bç\ les congruences précédentes 
deviendront 

(2-^3ô')8-t-n-28'so, ) , , , 

} (moda-f-op). 
281-M ^o ) 

Ces congruences ne sont incompatibles que si l'on a 

2 -h 3 6' s o (moda-HÔp). 



Plaçons-nous dans le second cas, c'est-à-dire supposons i -f- 4^' et i', multiples 

dea4-6p, nous aurons 

464-1 = 0, 
8. 



4-1 = 0, ) 

> (moda-4-op). 
I, =0 y 



Ces congruences sont compatibles. En résumé, (y') ne fournit, pour chaque 
valeur de p, qu'une seule substitution non équivalente aux substitutions (a), (^) 
ou (y). 

99. Comptons combien (y) en fournit qui ne soient équivalentes ni aux sub- 
stitutions (a), ni aux substitutions (^). Il faut se placer dans les deux cas indiqués* 
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et compler combien il existe de solutions (modk) des congruences qui les carac- 
térisent. Dans le premier cas, on a la seule congruence 

i + 20^o (moda + ôp*), 

elle admet A: solutions (modA*), mais il faut en exclure deux : celle pour laquelle 
est multiple de a-\-bp, et celle qui rend 1 + 26 multiple de a-h6p; nous en 
avons donc k — 2. Le second cas est caractérisé par les deux congruences 

1 + 46 = 0, ) 

(moda-+-6p), 
Oi so ) 

elles admettent une seule solution commune (mod k). 

En définitive, le Tableau (y) donne 2{k — i) et les deux Tableaux (y) et (y') 
donnent 2 A* substitutions non équivalentes entre elles et non équivalentes aux 
substitutions (a) et (^). 

100. Comparons maintenant à (y) et (y') les substitutions non réduites à (a) 
ou (^) et dans lesquelles nous supposerons r\ différent de o et 1. Soient 7^, 0, p, 
remplacés par V, ô', p' dans ces substitutions. Nous allons voir que la réduction 
est toujours possible avec p'= p. 

Faisons t^ = i dans (49)1 (5o), (54)? (56); nous aurons 

(R,) = (l-h47i'0'-H4T/r/iÔ'ô',)0-f-2(l-h2Ô)0'Ô'i-(l-f-2T/iO',)(l-h40)0', 

(Q,) = (i-+.2ô|)0'e',-(i-+-2ViO;)eiO', 

(P3) = aV(i 4- 2 Vi 6\)00, H- (I -f- 40i 4- 400, )0', - (i + 4t;, O'j (1 4- 26)61, 
(Q3) = (i4-2r/0')66, — (i-h20)6,0', 

(R',) = 26ô'0',4-(i-4-26)(i-+-4^'6'-H4VVi6'6\)-t-(n-46)(i4-2Vi6'i)0', 
^ (Q'i) =(»-+- 2O, ) (I -f- 4t/6'h- 4'3'Vi ^'6'i) -+- 2(1 ■+- ar/, 0',)0,0', 
j ( P'3 ) = -2 00, 0; -H r/(i -+- 2r/j e',) (1 4- 461 -h 466, ) -f- (1 -+- 26) (i -h 4 Vi 6',)0,, 
{ (Q'3 )= (1 -+- 2t/6') (I -+- 461 -h 460, )-i- 2(1 -+-26)610'. 



(59) 



(60) 



Le premier cas à considérer est celui où 8 étant premier avec A', i -|- 2 V^' est 
premier avec a + &p et multiple de a -f- 6p^. 
On peut écrire [première relation (09)] 

(R,) = (H-2r/iO\)[2r/60'-e'(i-h46)]-h(;i-f-2T/6'-h46'0;)0-+-2e'6',; 

1 -f- 27j', 6', élant supposé multiple de a -{- 6p, (R| ) le sera si l'on a 

(61) (i -h 2r/0'4- 46'6\)0 -f- 26'6'i = o (moda -f- 6p), 

0' élant supposé premier avec k, cette congruence ne peut être vérifiée que 
si I + aVÔ'-h 4S'8'i n'est pas multiple de a -f- bp. 

On voit immédiatement que (Qi ) sera multiple de a-f- 6p, si Ton a 

(62) 26i4-iE3o {moda-^bp). 



8o 
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Les congrueDces (61) et (62) étant vérifiées, on voit de suite que (Qt) est 
multiple de a+ bp^. Quant a (Ps)? on a, en vertu de (6a), 



(p,)s(2e;— V— 2VVi6;)eiH-e'j (moda + ^p»), 



d'où 



ae'(P») s [4e'6;_ 2VÔ'(i -H ar/, e'i )]e, -4- aO'e; (mod a -f- 6p«). 



En tenant compte de l'hypothèse — aV^'^ i (n^oda -4- 6p*), on voit que le 
second membre de cette congruence est congru (moda + 6p') à la quantité 
conjuguée du premier membre de (61) et par suite à zéro. 

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la réduction puisse se faire 
d'une substitution U à (y) et d'une substitution V à (^) c'est que 

n-a7)'e'-4-4e'e', 

ne soit pas multiple de a + 6p. 

plaçons-nous dans le cas non réduit; c'est-à-dire supposons que l'on ait à la 
fois 

n-aVÔ's— 46'e', 



(inoda + bp). 



Les relations (60) donneront 



(R'Os~ae'0',(3e^-a), 

(Q',)s-4e'e',(n-aeo 



(moda-h 6p), 



(P',)se;(3e,-4-2), 
(Q',)se'e't(i-f-2e) 



(mod a -+-6p*). 



Pour vérifier ces congruences, il suffit de déterminer ^ par les relations 



aSiH-iso, 
36 +aso 



(moda + ^p). 



Ce qui est possible puisque A* n'est multiple ni de a ni de 3. On voit donc 
que dans ces dernières hypothèses les substitutions U se réduisent à (^) et les 
substitutions V se réduisent à (y). 

Ainsi dans le premier des deux cas les substitutions se réduisent toutes soit 
à (y) soit à (y'). 

Reste le second cas, à savoir celui où l'on a 



O'i ^ o, 

i-f-4T/e'so 



(moda-^ bp). 



Mais dans ces hypothèses, il suffit de déterminer par les congruences 

Of ^ o, j 

} (moda-+-ôp), 
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pour que (R| ) et (Q, ) soient multiples de a -i- bp et que (P3) et (Q3) le soient 
de a -4- bp^. La réduction est donc bien complète. 

101. Ainsi toutes les substitutions U et V sont équivalentes aux substitu- 
tions (a), (p), (y) ou (y'). Les nombres des substitutions de ces Tableaux non 
équivalentes entre elles et non équivalentes à celles des Tableaux précédents sonl, 
ainsi que nous l'avons vu : aÀ'^ pour le Tableau (a), 2k pour le Tableau (P), 
2(k — i) pour le Tableau (y) et 2 pour le Tableau (y'); le nombre total est donc 

aX'-H 2 A- -H a(A: — i) 4- 2 = 2A-(A'4-2). 

C'est le nombre trouvé par M. Picard. 11 est relatif aux substitutions pour 
lesquelles /i = o;si l'on voulait y ajouter les deux substitutions (s) pour les- 
quelles 72 =: I, le nombre serait 

2X:*-i-4X-4-a = 2(A:-f-i)*. 

102. M. Picard, au lieu du Tableau (y'), donne le Tableau suivant, qui se déduit 
de U en j faisant /\ = 2, 



80-4-i660i — 2OO, —20(14-40,) 

(0) I — 8A: k , ik 

6p)(n-40i) 2(a4-*p)0, {a-i'bp)( 




H40i) ^ 
i-+-86i)J 



Pour justifier la substitution du Tableau (y') à ce dernier Tableau, il suffit de 
montrer que l'on peut choisir 6 dans (3) de manière à rendre cette substitution 
équivalente à (y') dans le cas où celle-ci n'est équivalente à aucun des Tableaux (a), 
(?)' (y)* t!'cst-à-dire (n® 98), quand on a [en attribuant 6' à (y')] 

2-+-30'so, ) 

> (inoda-h oq). 
2-+-2e',= o S ^ 

Pour comparer les substitutions (y') et (8), faisons dans les relations (5o) 
et (56) : Ti = 2, 7|'= I, nous aurons 



(63) 



(R'ï) = 2e0'0', -f- 2 (r 4- 40)(i -H 4^'-+- 40'e'|) -I- (I -h 80) (n- -îO'OO' 

(Q',) = (i -+- 4o,)(i -h 4ô'-f- 40'ô\) -h 2(1 -+- 2O;)0iO', 
j (PV) = aOOiO'j -f- (1 -f- 80, -^ i6O0i) (i -h 2O',) H- (1 4- 40)(i -h 4ô',)e,, 
( (Qi) = (i 4. 20')(i 4- 80,4-1660,) -4- 2(1 4- 40)6,0'. 



Introduisons dans (IV,) et (Q,) les hypothèses 

26'i^-I, 



nous aurons 



(motla + 6p), 
30' -3—2 ' ^ ^ 



3(R',) = -2(36-(-i), ) , . _. 
3(Q',)^-(46, -Hi) ) ^ ■ ^ 



A. 



1 1 
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Et en supposanl dans (Fj) et (Q'3) 
on trouve 

3(P'3)^— 4oee,-i3e,— I j 

3(Qi)^2ei6'(i-f-40) \ 

On voit de suite quMl suffit de déterminer 6 par les congruences 

30 -f- 1 = o, 



48i4- 1 = 



(moda-4- bp), 



pour que (IV,) et (Q,) soient multiples de a -f- 6 p et que (P3) et (Q3) le soient 
de a + ôp*. La réduclion est donc possible. 

103. Il est intéressant de remarquer avec M. Picard, dans le second des cas où 
le Tableau (y) n'est pas réductible aux Tableaux (a) ou (^), c'esl-à-dire 
quand i -+- 4^ et 6| sont multiples de a 4- ip, que (y) a les éléments de ses deux 
premières colonnes multiples de a-4-6p et ceux de la troisième multiples 
de a -+- 6p" ; il en résulte immédiatement que dans ce cas le Tableau (y) est équi- 
valent au Tableau suivant : 



(e) 



' a -4- 6p o o '^ 

o a -^ bp o I 

^ o o a-\-bp^} 



La réduclion, telle que Ta effectuée M. Picard, se trouve ainsi justiGée dans 
tous ses détails, en ne considérant que les substitutions U et V; il r'^sle à mon- 
trer que les substitutions d'ordre k les plus générales, pour A* nombre premier de 
la forme 3/?i -h 1, sont équivalentes aux substitutions (a), (P), (y), (y'), {'Ç). 

104. Considérons une substitution quelconque d'ordre A; on peut faire sur 
cette substitution les remarques suivantes, qui se déduisent des équations de 
condition écrites plus haut: 

I** S'il n'existe aucune des lignes du Tableau des coefficients 





dont deux éléments soient premiers avec a + 6p, tous les éléments premiers 
avec a+ftp appartiennent à une même colonne. C'est une conséquence des 
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équalions (Sj); ea effet, supposons par exemple que A| et B2 soient premiers 
avec a + 6p, le binôme A2B1 — A1B2 étant multiple de cette quantité, il faut 
que A] et B| ne le soient pas, et ainsi deux des lignes ont deux éléments pre- 
miers avec a -^ bo, 

2® Si un au moins des A est premier avec a -H 60 et que tous les B et les C 
soient multiples de cette quantité, les B sont aussi multiples de k; de mc^ine, si 
un au moins des B est premier avec a -f- 6p et que tous les A et les C soient mul- 
tiples de cette quantité, les A sont aussi multiples de k. Ceci résulte des rela- 
tions (39) qui donnent, quels que soient i et/, 

(64) A,p,-i-B/a,-f- C/Y/=o (raodA), Ai^yH- B/ay-i- C/Yy= o (modX:). 

Soit d'abord A/ premier avec a -+- 6p, A/ [3/4- B/a/-}- C/Vi et B/a/-^ C/v/ étant 
divisibles par cette quantité, il faut que ^i le soit et, comme B/ Test déjà, B/ est 
multiple de A". Si c'est B/ qui est premier avec a + ip, on conclut de même que A/ 
est multiple de A*. 

Soit, au contraire. A/ multiple de a -{- frp, on peut supposer que Ay ne Test 
pas, puisque, par hypothèse, une au moins des quantités A ne Test pas; mais 
alors A|py-h B/ay-h C/yy et A/^y-t- C/yi étant multiples de a-\- 6p^, il faut qu'il 
en soit ainsi de B/ qui, par suite, est multiple de k; même raisonnement si c'est B/ 
qui est multiple de a H- f^p, By étant premier avec cette quantité; 

3** Si tous les A et tous les B sont multiples de a -|- tp, les C sont ou tous les 
trois multiples de a-j-6p, ou tous les trois multiples de a-hbp'^. En effet, il 
résulte des mêmes congruences que A/P/-hB,ai et A/^y+B/ay étant multiples 
de A", il faut qu'il en soit de même des quantités C/y/et C/yy, ce qui conduit à l'un 
des deux résultats indiqués. 

Tous les cas possibles se ramènent donc aux hypothèses suivantes : 

1® Deux éléments d'une même ligne sont premiers avec a + 6p; 

2" Un des A est premier avec a 4- ^p, tous les B sont multiples de k, tous les C 
le sont de a -4- Ap; 

3'* Un des B est premier avec a-^-bp^ tous les A sont multiples de A', tous les C 
le sont de a -{- bp; 

4** Tous les A et tous les B sont multiples de a-f-6p, tous les C le sont 
de a -+- bp^; 

5° Tous les éléments sont multiples de a 4- bo. 

lOo. Nous savons déjà que les substitutions qui se. trouvent dans ce dernier 
cas sont équivalentes à (s) et que celles qui se trouvent dans le quatrième sont 
équivalentes à (e) et, par suite, à (y). Il ne reste donc à réduire que les trois pre- 
miers cas. 
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106. Si l'on compare la substilulion la plus générale à (a), (P), (y) ou (y'), il 
résulte de la forme de ces dernières substitutions que les quantités M (n" 85) 
sont toujours entières et que les quantités R sont de la forme 

R= («) 



a-^bp 



11 s'agit donc de profiter des indéterminées de (a), (P), (v), (y) pour 
rendre (P|), (Pa)j (P3) multiples de k et (Ri), (R2)> (Rj) multiples de a -h bp. 

Je suppose que dans les relations (4i) les éléments des Tableaux (a), (^), (y), 
(y') sont mis à la place des lettres non accentuées, et je supprime les accents des 
autres lettres. 

107. Comparons la substitution la plus générale à (a). En introduisant les élé- 
ments de (a) dans les relations (40) ^^ ^y pour i= i, 2, 3, 

( R,) = 2 A/G -h C/, — (P/) = -2 A,eô, -^2Ci^i— Bi. 

Supposons que pour l'une des valeurs de /on ait A/ premier avec a 4- Op, on 
peut alors prendre de manière à avoir 

(65) 2A;6 4-C|S0 (moda-+-6p). 

11 en résulte 

— ( Pi) = C/Oi — B/ ( mod a-\-bp). 

Supposons Ci premier avec a 4- 6p, on pourra encore assujettir à la condi- 
tion 

(66) Ci6i— B/^o {moda-hbp); 

(Pi) est ainsi multiple do a+ 6p, il faut qu'il soit encore multiple de a 4- bp^; 
or, oLi étant premier avec a 4- 6p^, (P/) est multiple de cette quantité en même 
temps que 

— a/(P,) = 2A4a/00i4- 2a,G/6,— B/a/, 
mais on a, en vertu de (65), 

il en résulte 

— ai(P|)s A/(yxO — Pi) (moda4-6p»). 

Le second membre est multiple de a 4- fr?*, en vertu de (66). 
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Ainsi, vérîfîant les congruences (65) et (66), (R,) est multiple de a -{-ho 
et (P,) est multiple de A*. 

Soit maintenanty TuD des nombres i, 2, 3 autre que /, on a, en vertu de ces 
mêmes congruences, 

C/(CyO,— By)^CyB, — C/By (moda-*- bp)y 

A|(Ry) = 3iA/Ay6-h A/CyEs— C, Ay -4- A/Cy ( niod a -f-6p). 

Mais, d'après les relations (3^), tous les binômes de cette forme sont multiples 
de a -h 6p ; Q et A/ étant premiers avec cette quantité, on a donc 

(6;) \ ^ ' (moda-+-6o). 

\ (Ry)^o '^ 

On a ensuite, en tenant compte de (65) et (67), 

— A,(Py) = 2 A; AyOej-i- 2A,CyO|— By A/ — ( A,Cy — Ay C, )0, == o ( niod a -+- h:.). 

Ainsi (Py) est multiple de a 4- 6o, il Test aussi de a -h 6p^, car, on a de même, 

— a/(Py) = 2a/AyeOi-4-9.a/GyOi— a|By = — AyY,ô — Y'Cy"-*'^y (inoda-i-6p«) 

et, en vertu des relations (64), 

« 

a,(Py)^ Ay(Y/ô — P/)^o (moda-i-6p*). 

108. Soit encore A/ premier avec a + fro, mais C/ multiple de cette quantité; 
pour avoir 

x A| 6 -h G/ = o ( mod a -f- 6 p ), 

il faudra prendre multiple de a + 6p; mais alors les relations 

2Ay6-i-Cy — o (moda-h^p) 

ne sont possibles que si les deux autres quantités C sont aussi multiples de a -j- 6p* 
Ceci posé, pour avoir, avec /= 1, a, 3, 

— ( P/) = 2 A/Oe, -4- «iCie — B/ .- o ( mod^), 
il faut et il suffit que les trois quantités B soient multiples de k, 

109. Ainsi la substitution la plus générale se réduit à (a) dans deux cas : 

1" Quand un des A et le C de même indice sont premiers avec a 4- 6? ; 
2° Quand un des A est premier avec a-f-ép? q"e tous les B sont multiples 
de k et que tous les C sont multiples de a H- 6p. 

Les équations de condition étant symétriques par rapport aux A et aux B et lu 
substitution (P) se déduisant de (a) par Téchange des A et des B, il résulte 
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immédiatement de ce qui précède que la substitution la plus générale se réduit 
à (^) dans deux cas : 

I** Quand un des B et le C de même indice sont premiers avec a -|- 6p ; 
Si'' Quand un des B est premier avec a -{- bp^ que tous les A sont multiples de A' 
et que tous les C sont multiples de a 4- to. 

110. En portant les éléments de (y) dans les relations (40^ ^° trouve pour 

« = I, 2, 3, 

(R/)= 2(A, — 2B,-+-2C/)0 — 2B,-f-C|, 

(P,)= — 2(A/— 2B,-i-2C/)0ei-i-2(2B/— C/)Oi-hB/. 

Supposons que, pour Tune des valeurs de ï, on ait A/ — aB^-h 2C/ premier 
avec a H- ftp ; on assujettira à la condition 

(68) a(At — 2B,-4-2G,)ôs2B/— C/ (moda-f-6p) 

En tenant compte de cette relation, on trouve 

(P/) = (2B/— G/)Oi-hB/ (moda-hbp). 

Si 2B/ — C/est premier avec a -\- ftp* on rendra (P/) multiple de cette quantité 
en achevant de déterminer par la condition 

m) (2B/— C/)0i-4- B/=o (modfl -f- bp). 

Les conditions (68) et (69) étant vérifiées, je dis que (P,) est aussi multiple 
do a + ftp2. En effet, a/ — 2 [3/ -h ay/ étant premier avec a + ftp^, (P/) est mul- 
tiple de a -h ftp^ en même-temps que (a/ — 2[3/-h 2Y/)(P/); or on a, en tenant 
compte de (68), 

(a/-3?/+2Yi)(P,)=~(A/-2B/4-9.G,)(2?/-Y^0<î-^(2B/-G/)(2?/-YO-^-B/(a,-2?/H-9,Y/) 

= -(A/-2B/-f-2C|)(2p/-Y,)0-+-2B/?, — 2G/p,■-4-Bfa/-hC/Yl 
(moda -4- ftp*). 

ou, en tenant compte de (64) et de (69), 

(a/— 2 3/H-2Y/)(P/)^ — (A/ — 2B/-i-2G/)[(2p/-i- Yt)0 4- P/] e= o (moda -h ftp»). 

Soit maintenant^ un des nombres i, 2, 3 autre que i\ on a, en vertu des rela- 
tions (68) et (37), 

(A/— 2B/-+-2G/)(By) = (A;— 2B/-+-2G,)[2(Ay~ 2 By -h 2 Gy )Ô — 2By + Gy ] 

s(2B/--G/)(Ay— 2By-f-2Gy) — (2By— Gy)(A/— 2B/-i-2G,) 
= 2(B/Ay — A,By) -+• 2(B,Gy — G/ By) -h ( A/Gy — G/Ay) S O 

(moda -I- ftp), 
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c'est-à-dire 

(Ry) = o (moda-+- 6p). 

On a aussi d'après (69) et (37), 

a(B/— C/)[(aBy-Cy)e,-|-By]=— B/(2By— Cy)-l-By(aB/— C/)sB/Cy'-ByC/=0 

(moda -h &p), 
c'est-à-dire 

(70) (îBy— Cy)ô|4- By= o (modaH-6p). 

On a ensuite, en vertu de (68), (70) et (37), 

(A/— aB/-t- 2C/)(Py) = ( A,- 2B,-h 2G/)[- 9.( Ay— 2By-H aGy)ee, -+- ^(^By— Gy)6i-h By] 

= [-_(Ay— 2By-+-2Cy)(2B,-G/)-+-(A/— ^B,-h2C/)(aBy— Cy)]0, 
s[2(A,By— B/Ay)-+--2(G/By— B/Gy)-f-(G/Ay— A/Gy)]e,SO 

(moda -\- bp), 
et, en vertu de (68), (64) et (69), 

(a/-2?;-f-2Y/)(Py)=(a/-2?/-+-2Y;)[— 2(Ay— 2By-4-2Gy)ee,-h2(2By — Gy)ei-f-By] 

= -(Ay — 2By-4-2Cy) (2 ?/ - 7/)0 + 2 By ?/ - 2Gy ?/ 4- Gy^/ -l- By a,- 
EH-(Ay~2By4-2Gy)K2Py-Yi)Q-H?i] = 

(moda -H ôp*). 

(Py) est donc à la fois mulliple de a -h 6p et de a -+- bo^ et, par suite, il est mul- 
tiple de Xr. 

Ainsi vérifiant les conditions (68) et (69), les quantités (R) sont multiples 
de a -h 6p et les quantités (P) sont multiples de /»*; la réduction est donc efiectuée. 

iil. En supposant, pour une valeur de £, A/ — aB/ -i- 2 C| premier avec a -f- f^p, 
mais aB| — C/ mulliple de celte quantité, on retomberait sur le second des cas 
déjà ramenés (n" 108) à la substitution (a). Ainsi le seul cas distinct des précé- 
dents où la substilution la plus générale est équivalente à (y) est celui où, pour 
une valeur de /, A/ — 2B|-f- aC/ et 'àBî — G/ sont premiers avec a -h bp. 

Par. raison de symétrie, on voit que la substilution la plus générale est équiva- 
lente à (y') quand, pour une valeur de /, B/ — 2 A/ H- 2 G/ et 2 A/ — (^z sont pre- 
miers avec a -f- 6p. 

Remarquons, en vue de ce qui suit, que ces dernières conditions sont certaine- 
ment réalisées si A/ et B/ sont premiers avec a 4- bp et que G/ et A/ — 2B/-h 2G/ 
soient multiples de cette quantité. En effet, 2 A/ — G/ est alors évidemment pre- 
mier, et il en est de même de B/ — 2 A, 4- 2 G/, car on a 

B/ - aA, -t- 2G/ = — 2(A/— aB/-^ 2G,) H- 6G/ — 3B/. 
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112. La réduclion de la subsliiutîoD la plus générale se trouve ainsi eOTectuée 
dans les trois premiers cas du n^ 104 qui restaient seuls à réduire. 

En eflet, nous avons vu au n® 109 que la substitution la plus générale est équi- 
valente dans le deuiiiènie cas à (a) et dans le troisième à (^). Quant au premier 
cas, c'est-à-dire quand deux éléments d'une même ligne sont premiers avec a -t- 6p, 
il résulte des n*** 109 et 111 que, si ces éléments sont A/ et C|, la substitution est 
équivalente à (a); si ce sont B/ et C/, elle est équivalente à (3); si ce sont A/ et R/, 
que Ci soit multiple de a -h ^p et que A/ — aB|-h ad* soit premier avec cette 
quantité, la substitution est équivalente à (y); enfin, si ce sont A/ et B/ et que C/ 
et A/ — 2B1-+- 2 G/ soient multiples de a H- 6p, elle est équivalente à (v'). 

La réduction est donc efTecluée dans tous les cas. 



III. - A est égal à 3. 

113. Le calcul relatif à A: = 3, tout en présentant dans ses grandes lignes beau- 
coup d'analogie avec le calcul précédent, en diffère néanmoins d'une manière 
assez notable en raison de la circonstance suivante : on a ici a + 60 = i + 2X et 
par suile a -h 6p*= 1 -f- 2).^= — (i-|-2)v); pour établir qu'une quantité est. 
divisible par A*, il ne suffit donc plus de montrer qu'elle est divisible par a-\- bp 
et par a ■+• 6p^. Je me contenterai cependant d'indiquer les résultats auxquels je 
suis arrivé. 

114. Il suffit, comme dans le cas précédent, de réduire les Tableaux U et V 
qui sont ici 

[l-h4'l0-H4r,7i,00i — 2OO1 - 20(i-h2r^,0,) ^ 

— 6717;, 3 67), 1, 

I— '2601 1-4-4x^6-+- 4r,7i,eoi — 2e(i-+-2T,,ej) ^ 

3 -6r,r,, 67,,' 

2(l-+-2X)e, — 2(l-h2X)T,(l-4-ar,iO,) (iu-2X)(l-4-4rje,)J 

J'ai pu poser p = X; il résulte, en effet, de ce que je viens de dire que deux sub- 
ïjtitutions qui ne di (Tarent que par la détermination de p sont équivalentes, car 
changer le signe de rt -h 6p revient à changer les signes des éléments de la troisième 
ligne. 

115. On trouve que toutes les substitutions U et V et par suile toutes les sub- 
stitutions d'ordre 3 se réduisent à celles des Tableaux suivants qui se déduisent 
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de ceux du cas précédent en y faisant A" = 3, et a -4- 6p = 1 -H 2X : 




-26 ^ 
Il i-^iXj 



— a6ôi —26 
(«) I o 3 

■+-2X)e, 

266, I —26 

(P) I 3 o o 

-+-2X)6i o H-2X 



l —20(1-4-26,) ^ 

)e, (i-+-aX)(n-4e,)J 




(t) I -6 3 

— 2(1-1- 2X)(l -1-261) 2(l-+-2X 

— 26e, i-4-4e-+-466, —26(1-4-26,) 

(Y) I 3 -6 6 

2(l-h2X)6, — 2(i-H2X)(r-4-26i) (i-+.5iX)(i-4-4e 

1-4- 2X o o 

(î) I o 1-4-2X o 

o o I -4-2X 

116. Pour n'avoir que des substitutions non équivalentes entre elles, il faut 
dans un même Tableau ne donner à 8 que des valeurs incongrues entre elles selon 
le module 3; de plus, dans (P) il faut supposer multiple de i + 2X, et dans (y) 
et (Y) ^' ^^^^ supposer 1 + 2B multiple de i + aX, mais non divisible par 3. Le 
nombre des substitutions non équivalentes d'ordre 3 est donc 

9-4-3-+-2-h2 = i6 

ou ce nombre augmenté d'une unité suivant que Ton néglige ou non la substitu- 
tion (Ç). 

117. Remarquons enfin que l'on peut, comme au cas précédent, remplacer (^) 
par 



(P') 



''GlXfLt î — 2(l-4-2X)fl 

3 O o 

6|i, o 1-4-2X 



où Ton devra donner à |ji des valeurs incongrues selon le module 1 + 2X, mais on 
trouve que les substitutions (y) non équivalentes aux substitutions (a), (P), (y) 
ne le sont pas non plus aux substitutions (3) que Ton obtiendrait en faisant, 
dans U, t, = 2. 



A. 12 



QUATRIÈME PARTIE. 

UN PROBLÈME DE TRANSFORMATION LINÉAIRE 
DE FONCTIONS d A TROIS VARIABLES. 



PREMIÈRE SUBDIVISION. - GÉNÉRALITÉS. 



I. — ConTentlons et règles relatives aux notations abrégées. 

118. J'ai trouvé avantageux, en vue du calcul numérique, d'adopter en le 
complétant le système de notations abrégées employé par M. Baker {Abelian 
Functions, p. 666). Je rappelle ici brièvement en quoi il consiste. 

119. Matrices, — Le tableau de />^ quantités telles que 

disposées en p lignes et p colonnes est représenté par la lettre unique \ qui est 
appelée matrice à p^ éléments. 

Le déterminant de cette matrice est désigné par |X|. 

Une constante numérique comme ici peut être considérée comme une matrice; 
c'est la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf ceux de la diagonale prin- 
cipale dont chacun est égal à icf. En particulier, la matrice i est la matrice 




La matrice o est celle dont tous les éléments sont nuls. 

L'élément (1,7) d'une matrice est celui qui se trouve à la «^*"* ligne et à 
Ij^yièmc colonne. 

On désigne par X la matrice déduite de X par transposition, c'est-à-dire celle 
dont l'élément (/,/ ) est l'élément (y, i) de X. 

Si X = X, on dit que la matrice est symétrique. 

Si X et (JL sont deux matrices à p^ éléments, X + {j. désigne la matrice dont 
l'élément {iyj) est la somme des éléments (i,y) des matrices X et |x. 
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On représente par X(jl la matrice obtenue en multipliant les deux matrices 
comme des déterminants, mais en ayant soin de combiner, pour former Télé- 
ment (1,7) de la matrice produit, les éléments de la t**"* ligne de la première 
matrice avec ceux de la y**"* colonne de la seconde. On a évidemment 

|Xfx| = |X||ti|. 

Si un facteur numérique multiplie une matrice, on doit le considérer lui-même 

comme une matrice; ainsi 

\va\ = (ni)P\'k\. 

On a _ __ 

Xfi = fiX, 

et par suite on n'a X(jl = (jlX que si Xa est une matrice symétrique. 

Dans un produit de plusieurs matrices, on peut grouper les facteurs comme 
Ton veut, pourvu qu'on ne change pas leur ordre. 

Avec l^^l^z^o, on désigne par X"* la matrice inverse de \ c'est-à-dire une 
matrice telle que Xk"* soit la matrice 1. L'élément (t, y) de X~* est le quotient 
par I X I du mineur de l'élément (y, i) de X, 

La transposée de la matrice inverse est l'inverse de la matrice transposée. 

Si X et UL sont des matrices à déterminants non nuls, on a 

(X|x)-«=fx-tX-i. 

La relation X = |jl représente les p^ relations Xiy= \i^ij{i^j =1,2, . . . , p). En 
particulier, X = o signifie que tous les éléments de X sont nuls. 

120. Lettres multiples. — L'ensemble des p quantités a/(i = 1, 2, . . ., p) 
est représenté par la lettre unique a qui est appelée lettre multiple à p éléments. 

Si a et 6 sont deux lettres multiples kp éléments, on désigne par ab la somme 
des produits des éléments de même indice. On a 

ab = ba. 

On désigne par dÇk) la lettre multiple dont les éléments sont ceux de la dia- 
gonale principale de la matrice X. 

121. Combinaison des matrices et des lettres multiples. — Si X est une 
matrice à p^ éléments et a une lettre multiple à p éléments, Xa et aX sont des 
lettres multiples à éléments polynômes; pour Xa, le i**"® élément résulte de la 
combinaison des éléments de la i'^"*' ligne de la matrice avec ceux de la lettre 

... ... ... I 1***1 ^^ I ...•.••....*••••.•• |. 
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Pour aX, le *'^"® élément résulte de la combinaison des éléments de la lettre 
avec ceux de la t"'^"® colonne de la matrice 

[An . . . Aip 
= [ai Âjf-h . . .-f- ût/î Api . , .ai A|p-i-. . .-f- apApy,]. 
Api . . . App ^ 



ipi . . . f\pp 
On a toujours 



Xa = aX. 



Pour avoir Xa = aX, il faut que la matrice X soit symétrique. 

Si, X étant une matrice à p^ éléments, a et b sont deux lettres multiples à /> élé- 
ments, la relation 

Xa = ^» 

représente un système de p équations linéaires qui ont pour coefficients les 
éléments de la matrice X, pour inconnues les éléments de la lettre a, et pour 
seconds membres ceux de la lettre b. 

Si l'on a I X I p^ o, le système résolu par rapport aux éléments de a s'écrit 

a = X-»6. 

Si X étant une matrice quelconque à p^ éléments, a ei b sont deux lettres 
multiples à p éléments, \ab représente le produit des deux lettres multiples Xa 
et b et par suite la forme bilinéaire 

p p 
^^hjajbi, 

1=1 /=i 
On a 

\ab = 'kba = aXb = bXa, 

Si X et [X sont deux matrices quelconques à p^ éléments, on a 

Xa[x6 = Xfi^a = fxXa6. 

Si, X étant une matrice symétrique à p^ éléments, a est une lettre multiple 
kp éléments, Xa^ représente la forme quadratique 

p p 

^^X/ya/ay. 
/=l;=l 

On a 

a'ka = 'ka* 

m 

et [X étant une matrice quelconque kp^ éléments, on a 

X(fxa)' = {xXfxa*. 

Enfin, b étant une autre lettre à p éléments, on a 

X(aH-6)«= Xa«H-2Xa6-4-X6«. 
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122. Matrices rectangulaires, — Nous aurons à considérer des malrices à/^*, 
p^^ et {p—p'Y éléments (p'<.p)', de même, des lettres multiples à /?, p' 
et p — p' éléments. 

X étant une matrice à p^ éléments, X| représentera la matrice à p'^ éléments 
formée des éléments communs aux/? premières lignes et colonnes de X; X2, la 
matrice à (p — p'y éléments formée des éléments communs aux p — />' dernières 
lignes et colonnes de X. 

a étant une lettre kp éléments, a sera la lettre formée des /'/premiers éléments 
de «, et a la lettre formée des p — />' derniers éléments de a. 

X étant une matrice à />^ éléments, X sera la matrice rectangulaire formée des 
p' premières lignes de X, X celle qui est formée des p — />' dernières lignes de X; 

enfin IX représentera la matrice rectangulaire formée des p' premières colonnes 

de X. 

Les lettres multiples sont des matrices rectangulaires n'ayant qu^une ligne ou 
qu'une colonne. 

On peut composer les matrices rectangulaires comme les matrices carrées, pourvu 
que la première matrice du produit ait autant de colonnes que la seconde a de 
lignes. 

Le nombre des lignes du produit est égal au nombre des lignes du premier 
facteur et le nombre des colonnes du produit est égal au nombre des colonnes du 
second facteur. Ainsi X et |x étant deux matrices kp^ éléments 

X [X a /?' lignes et p colonnes, 
X|(x 9l p lignes et/?' colonnes, 
X Ifx a /?' lignes et p' colonnes, 
UxX a p lignes et p colonnes. 

Si [X| est une matrice kp'^ éléments, 

IXfXi a/7 lignes et p' colonnes, 
{XiX a/?' lignes et /? colonnes. 



123. a, P, a', P' étant quatre matrices à p^ éléments, j'écrirai 



U' P'J 



«11 . 

. ■ . 


1 ■ • . • • < 


. . • 


... p., 

• . • ... 


*pl 


.. CLpp 


; Ppi 


... ^pp 


«'.. 


... «'.„ 


: ^'" 


... p;. 


... 


> . . ... ' 


' ... 


... • * . 


*pi • 


,.. app 


; p'p. 


... p'pp 
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Si Tune des quatre matrices a tous ses éléments nuls, elle sera représentée dans 
ce Tableau par un seul zéro. Ainsi avec a'= o, j'écrirai 



C l]" 



«11 



*/»! 



OLip 



• • • 



a 



pp 



Pu ••• P 



• ■ • • • • • 



• » • • 



p 



\p 



Ppt . . . Ppp 



Pu ••• p;, 



PI ••• Ppp 



II. — Formule de la transformation linéaire. 

124. Une fonction à /> variables est représentée en notations abrégées de la 
manière suivante : 



(71) 



^ , -/ Q q'\ V^ iciJr(lii-i-7T-t-?TU«-K7'|«-t-^y|Jyn-<7') 



Dans cette formule, x^ /i, ^r, g' sont des lettres multiples à p éléments : 
X représente les arguments; q et q' sont des eotiers que nous supposons o ou i 
et dont les moitiés constituent la caractéristique de la fonction; cette caractéris- 
tique est désignée d'une manière abrégée par N. Les symboles de sommation sont 

représentés par /i, et ]^ indique une sommation portant sur tous les termes 

obtenus en donnant aux/? quantités n tous les systèmes de valeurs entières. 

T est la matrice symétrique des périodes normales de seconde espèce de la 
fonction. Si l'on pose t = t' -h «V (x' et t" réels), il faut et suffit pour la conver- 
gence que T^/i^ soit une forme définie et positive. La matrice des périodes de 
première espèce est la matrice i . 

125. A un facteur près, la formule de transformation linéaire est donnée par 
M. Baker en notations abrégées (Abelian Functions, p. SSq). On peut l'exposer 
de la manière suivante : Supposons donnés un système quelconque d'intégrales 
distinctes de première espèce û|({= 1,2, ...,/>) et une surface de Riemann à 
p feuillets. Traçons sur cette surface un premier système de rétrosections qui la 
rende simplement connexe et prenons les valeurs des intégrales le long de ces 
courbes; nous obtiendrons un système de périodes des intégrales; représentons 
ces périodes par les éléments des matrices o) et o)'. En partant de ces périodes, on 
peut construire un système d'intégrales normales de première espèce U^'^; soit r la 
matrice des périodes normales de seconde espèce de ces intégrales. Passons du 
système de rétrosections considéré à un autre système de rétrosections rendant 
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encore la surface simplement connexe; soient [o], [co'] les matrices des périodes 
des intégrales û| déduites de ces nouvelles courbes; avec ce nouveau système de 
périodes, construisons des intégrales normales [U^'^] et soit V la matrice des 
périodes normales de seconde espèce de ces intégrales. Nous aurons d'une part 

et d'autre part 

(73) (ot-hzoL')z'= 3*1- xp', 

et dans ces deux groupes de relations, a, a', ^, P' représentent les mêmes matrices 
kp^ éléments entiers vérifiant les deux groupes suivants de relations dont Tun est 
conséquence de l'autre 

(74) ia'— i'a= pp'-p'p = o, ip'— â'p=p'a- pa' = i; 
(^5) ap — ^i rra'P'— p'i' = o, ap'- pâ' =P'â — a'p = i. 

126. Ceci posé, construisons des fonctions en leur donnant pour périodes 
d'une part les t, d'autre part les x'; il existe entre ces deux fonctions la relation 
suivante qui est appelée formule de transformation linéaire des fonctions 

ou 

(76) 6:,(a?')ei^'9''=TÔi,'(ar); 

et l'on a 

(77) a?'=(a-+-Ta')a?, 

(78) cp = ï'(a-l-Ta'), 

A: = P'5r-p^'+^(ppO, 
A:' = — a'q -+- aq' — d{aa'). 



(79) 



iS7. II résulte des conditions (74) que la matrice (f définie par la relation (78) 
est symétrique et, par suite, que ^x^ est une forme quadratique. 
On en déduit aussi que l'on a 

(a-4-Ta')(p' — T'iO=(P'— aV)(î-4-5'T) = i; 

en d'autres termes, le sjstème d'équations 

a?'= (a 4- xa')a? 

résolu par rapport aux x peut s'écrire 

a?=(p'-xV)a?'. 
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Enfin, on monire que la matrice à ^p^ éléments 



l«' p'J 



a son déterminant égal à i. 



128. Si l'on augmente Xr,- de 2 m (m entier), on sait que la fonction 8 est repro- 
duite multipliée par e^'^*^i ^ et si Ton augmente k'i d'un entier pair, la fonction 8 
ne change pas; il en résulte qu'il suffît de calculer les quantités A* selon le module 4 
et les quantités k' selon le module 2. 

129. Le facteur T est une quantité indépendante des variables x dont la valeur 
a été calculée d'une part par M. H. Weber (Journal de Crelle, t. 74; 1872) 
et, d'autre part, par MM. A. Krazer et F. Prjm {Neue Grundlagen einer Théorie 
der allgemeinen Thetafunctionen; Leipzig, Teubner; 1892). Ces derniers 
auteurs, après avoir calculé la formule de transformation en supposant que les 
quantités a, a', ^, ^' sont des fractions, considèrent le cas particulier où ces frac- 
tions se réduisent à des entiers et ils obtiennent ainsi dans toute sa généra- 
lité (p. 121) la formule de transformation relative aux fonctions qui nous 
occupent. 

M. Weber n'a fait le calcul qu'en supposant la caractéristique initiale {—*—] 

réduite à zéro, mais il est facile, en ajoutant des demi-périodes aux arguments, de 
retrouver la formule la plus générale. 

130. Il est nécessaire de distinguer trois cas qui sont caractérisés par la ma- 
trice a'; cette matrice peut être nulle, c'est-à-dire avoir tous ses éléments nuls, 
et si elle n'est pas nulle, il peut se faire que son déterminant soit différent de 
zéro ou qu'il soit nul. 

131. Dans le premier cas (a'= o), on a 

en posant 

(80) E = a'pv— ^^'qq'-^ jp^'«-f- 2a'rf(pp')^ — 2« ^(PP')yS 
on voit que T se réduit à l'unité si çr = y'= o. 

132. Dans le second cas (a' 7^ o, |a'| ^ o), la formule de T est 

(81) T=:<j * K2^e-'^X^9K 

P 
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\^ Indique une somme multiple de Gauss que Ton obtient en faisant parcourir 

p 
à chacun des p éléments de la lettre multiple p un système complet de restes, 

selon le module [a'|. M. Weber fait subir à l'expression 7(p) une transformation 
particulière qui permet de calculer cette somme d'après la méthode exposée par 
lui dans un Mémoire précédent {Journal de Crelle, t. 74). Cette trans- 
formation ne serait que de peu d'utilité en vue du calcul qui suit, parce que les 
sommes de Gauss qui s'y présentent sont si simples qu*il est plus facile de les 
calculer directement. En négligeant cette transformation, les formules de Weber 
et de Krazer coïncident pour q=iq'z=o. T ayant la forme (81) et E la valeur (80), 
on a 



(8-2) 



X(p) = ««'-» p*-+-â'-»c?(âa')p, 

K-_! i/zjni = __L__4/z 

I flf I * 



Il résulte immédiatement des conditions (74) ou (76) que les matrices aa'~* 
et a'-* ^' sont symétriques; aa'~*p2 et a'~* ?'[^(aQ^O] ^^^^ donc des formes qua- 
dratiques. 

133. La partie du calcul qui peut présenter la plus grande complication est la 
détermination du signe de K. Dans le cas général, on doit pour l'obtenir décom- 
poser en somme de carrés la forme quadratique 



ç^*= a'(a -h'ca')-5*. 



Posons, avec « </?, 



?/ = 



... ••• **.|} 



on aura 



çz«=?nZî+i£llz|^||ilzj-^...4-j-iiLz|, 

où Z/ est une fonction linéaire de «/, s/^i, , . ,^ Zp dans laquelle Zi a l'unité pour 
coefficient. Pour les valeurs réelles de ^, cette forme a même partie imaginaire 
que a'Ta'3^ = T(a'i;)*. Nous avons vu que si les séries qui définissent les fonc- 
tions sont convergentes, cette forme a sa partie imaginaire définie et positive; il 
en résulte que les/> quantités 

l?îl •?«! I?l 
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onl leurs parties imaginaires positives et par suite que les p quantités 



i T î » . . > • • • > 



Tn |«ps| Ifsl I? 



ont leurs parties réelles positives. 

Ceci posé, on trouve le signe de K en écrivant 



4 /^ = 4 /J- 4 /iiii 4 /ihiï i /ihjLii 



et en choisissant les déterminations des radicaux du second membre, de manière 
que chaque facteur ait sa partie réelle positive. Ceci est possible dans chaque cas, 
puisque aucune des quantités sous radical n'est ni nulle, ni réelle et négative. 

134. Quand /> = 1, la détermination du signe de K est immédiate. 
Quand ^ = 2, elle est simplifiée par la remarque suivante due à M. Weber. On 
a, avec/? = 2, 



V i?i""v ?ii V i?r 



Soient 6 et 0' les arguments de — etde-j^; puisque ces quantités ont leurs 
parties réelles positives, on peut supposer que l'on a 



Il en résulte 



!!<e<3?, _!?<e'<î. 

2 2 2 2 



424 424 



L'argument du premier membre est — - — et Ton a 






Ainsi, sans effectuer la décomposition, on sait, avec p=^i^ que le premier 
membre doit avoir sa partie réelle positive. 

135. Il résulte des relations (78) que |a + Ta'| est proportionnel au dénomi- 
nateur commun des expressions des t' en fonction des t. Soit [x la racine carrée de 
ce dénominateur avec une détermination quelconque, on voit que T peut se 

réduire au produit de - par une racine de l'unité d'ordre 8| a'|. 

136. Dans le troisième cas (a'^o, |a'| = o), les formules de Weber et de 
Krazer sont en apparence différentes. 
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D'après MM. Prym et Krazer, T a eocore la forme (81.), mais E', K et -^(p) se 
déterminent de la manière suivante i \cl'\ étant nul sans que tous les éléments 
de a' le soient, il existe un entier />' compris entre zéro et p tel que un au moins 
des mineurs à />'^ éléments de |a'| n'est pas nul et que tous les mineurs à 
(/?'-f-i)^ éléments de ce déterminant sont nuls. On choisit un de ces mineurs 
non nuls à/>''^ éléments; supposons que ses éléments se trouvent aux lignes de la 
matrice a' dont les rangs sont mi, ma, . . . , nip'; nous dirons : les rangs m. 

Ceci posé, on déduit de la matrice à 4/>^ éléments 



[a' P'J 



relative à la transformation proposée, une autre matrice de même forme 



(:■ :■) 



en remplaçant dans a et ^ les éléments des lignes autres que les lignes de rangs m , 
par les éléments correspondants des lignes de mêmes rangs de a' et ^' respecti- 
vement; et en remplaçant dans a' et 3' les éléments des lignes autres que les lignes 
de rangs m par les éléments correspondants changés de signe des lignes de mêmes 
rangs de a et ^ respectivement. On a alors 

(83) / X(?) = aa'-^p^-^â'-id{la')p, 

"■ l^'K-^V \a'\\ci-i~za'\' 

On voit que le calcul par cette formule est tout à fait semblable au calcul du 
cas précédent; on a une/?"^^® somme de Gauss à calculer et, pour trouver le signe 
de K, on doit décomposer le radical en un produit de p radicaux. 

137. Au contraire la formule de M. Weber doit s'écrire 

lc/(E-i-E') 



T = e * 



K^e-'^'XCP), 



p n'étant qu'une lettre à p' éléments. Cette formule s'obtient d'ailleurs de la 

manière suivante. Dans le cas qui nous occupe (a'^ o, | a' | = o), il est possible 
de trouver des matrices g et h kp^ éléments vérifiant les conditions suivantes : 
D'abord leurs déterminants sont égaux à =ii i ; je poserai 
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En second Heu, elles sont telles que la matrice 

ai h 
a ses/? — /?' dernières colonnes formées de zéros, d'où il résulte que les matrices 

qui sont symétriques, ont leurs p — /?' dernières lignes et colonnes formées de 
zéros. 

Enfin, en troisième lieu, la matrice 

a = g 7.' h 
a aussi ses/> — p^ dernières lignes et colonnes formées de zéros, mais 

c'est-à-dire la matrice a réduite aux éléments communs à ses/?' premières lignes 
et colonnes, a son déterminant différent de zéro. 
Soit 

on montre que cette matrice jouit des deux propriétés suivantes : 

1° Les p — /?' derniers éléments de ses /?' premières lignes sont nuls, d'où il 

résulte 

\b\ = \b,\\b,\, 

6| étant la matrice formée des éléments communs aux p^ premières lignes et 
colonnes^ 62, la matrice formée des éléments communs, aux p — />' dernières 
lignes et colonnes. 
2** On a 

Ceci posé, les expressions de E', '/,(?)» K sont les suivantes 






K =— i— ,i/i!L^i!::==_j_-/j^ 

I **i 



(84) 

I K = 

en désignant par o^' la matrice 

qui n'a que/>'^ éléments; on voit par suite que le signe de K s'obtient par un 
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produit de />' radicaux seulement. Il résulte de là, dans plusieurs cas du calcul 
suivant, une si grande simplification que ce sont ces dernières formules que 
j'adopterai; il est facile d'ailleurs de constater que les formules (83) conduisent 
pour tout le reste aux mêmes résultats. 

138. Les formules précédentes étant établies dans les Mémoires cités, je me 
contenterai de revenir sur les propriétés de la matrice b de M. Weber afin de 
montrer qu'il est possible d'éviter un point du raisonnement de cet auteur qui est 
en contradiction avec un résultat du calcul suivant. 

139. Je remarque d'abord que la matrice ba est symétrique. En effet, des 
relations (74) 



aa'= a' a, 



il résulte immédiatement 

hoLg-^gT.' h = h%' gg-^9.h^ 
c'est-à-dire 

ba = ab. 

Mais a ayant ses p — />' dernières colonnes nulles, il en est de même de ba et 
ainsi il résulte de la symétrie que l'on a aussi 

ba = o. 
a ayant de même ses p — p^ dernières lignes nulles, ces relations se réduisent à 

( y = I, ..., /> . 

Ainsi, pour chacune des valeurs i =^'-|- i, . . ., ^, les />' quantités 

61/, ..., bpi 

vérifient un système de p' relations linéaires homogènes dont le discriminant | a^ 
n'est pas nul; toutes ces quantités sont donc nulles. C'est la première des pro 
priétés de la matrice b. 

Il en résulte que, quelles que soient les/? — p' quantités 



^p'-*-ii • • • > ^pi 



on a, pour « = i , . . .,/>', 



^p'-hi ^i,//-hi 4- ... -h nip bip = o. 
Si I 62 I = o, il est possible de donner aux m des valeurs non toutes nulles et 
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telles que la même relation ait lieu aussi pour / = />'+ i , . . ., )d. Supposons les m 
ainsi déterminés. 

D'autre part, de la relation (70) 



il résulte 



Posons avec M. Weber 



Nous aurons 



et comme on a 



il en résulte en particulier 



5p'~â'p = i, 



Aîp'— Aa'P = A. 



A = ft'h, B = nh. 



Bp'— Ap = A, 



A = o, 



Bp'=/i. 



Mais B = aA = gb^ d'où B = é^ et B = bg\ on a donc 

pP'=A. 
Posons ^P'= M, ces relations pourront s'écrire, avec « = i , . . . , p, 



I Miibip -h . . .-^ Mpfbpp = hpi. 

Multipliotis ces relations par les quantités m déterminées plus haut en suppo- 
sant I 62 1 = o, nous aurons, pour e === 1 , . . .^ p, 

Mi;(/np'^i6i|p'_».i -*-...-!- TTipbxp) -+-... 

-H- Mp/(/np'-i_i6p^p'_n-h. . .-h nipbpp) = rrip'^x hp'^i^t-h. . .-♦- ntphpt. 

Mais, d'après ce qui précède, les parenthèses sont nulles; on aurait donc, 

pour i = I, ...,/?, 

^p'-k-\hp'^\^i-\-n . .-h mphpi=z o, 

sans que tous les m soient nuls; il faudrait pour cela que tous les déterminants 
formés des p — p' dernières lignes de h soient nuls; or ceci est contraire a 
l'hypothèse | A | = di i . On a donc bien | 62 1 7^ o . 

140. Le raisonnement précédent est en somme dû à M. Weber. Toutefois cet 
auteur cherche d'abord à prouver (p. 77) que l'on a 

|B,|5^0 

et se contente ensuite d'indiquer que l'on peut procéder d'une manière analogue 
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pour I 62!* Or le raisonnement ne vaut pas pour | B2I. De même que pour | 62I, 
on a bien avec t = />' -h i , ...,/> 

mais il s'agit d'étendre ces relations aux autres valeurs de l'indice e; pour cela 
M. Weber se sert des relations 

BA = o, 
c'est-à-dire, pour y = i, ...,/?, 

Aiy Bi,p'_Ki -1- . . . H- Ap'yBp'^p'+i = o, 



» 



A|yBip -f-. . .-4- Ajp'yBp'p =0. 

En les multipliant par les m, on en déduit, pour y = i , ...,/?, 

Aiy(mp'H-iB|,p'+i-h. . .-h nipBip) -4-. . .-4- A,p'j(mp'^iBp'^p'^i-^, . ,-f- nipBp'p) = o; 

mais pour en conclure que les parenthèses sont nulles, ce qui fournirait l'extension 
cherchée, il faudrait que tous les mineurs à p'^ éléments formés des />' premières 
lignes de A ne pussent être nuls à la fois. Or cela n'est pas impossible, ainsi que 
nous le verrons sur un exemple. 



DEUXIÈME SUBDIVISION. - PROBLÈME PARTICULIER. 



141. Les substitutions étudiées dans la deuxième Partie correspondent chacune 
au passage d'un premier système canonique de rétrosections de la surface de 
Riemann à un autre système canonique de rétrosections. Elles correspondent donc 
aussi à des transformations linéaires des fonctions 0. Ce sont les transformations 
linéaires relatives aux substitutions S que je me propose d'effectuer. 

Les substitutions S étant des combinaisons des substitutions T, on pourrait 
obtenir les transformations S en effectuant d'abord les transformations T, puis en 
combinant celles-ci entre elles. 

Cette méthode ne m'a pas paru avantageuse, parce que les expressions de plu- 
sieurs des S en fonction des T sont compliquées; j'ai trouvé plus simple d'effec- 
tuer directement les transformations S. 
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I* — Calcul des coefficients* 



'«1 


a» 


«j 


bi 


b^ 


6. = 


La, 


A, 


aJ 



142. D'après les formules que je viens de rappeler, tous les éléments de la 
transformation dépendent des coefficients désignés par a,, a', p, P'. Ce sont ces 
coefficients qu'il est d'abord nécessaire de calculer pour chaque transformation. 

Ils s'obtiennent en identifiant soit les formules (72), soit les formules (73); 
mais ces dernières conduiraient à des calculs beaucoup plus compliqués que les 
premières, ce sont donc celles-ci qu'il faut identifier. 

Nos intégrales primitives Û, U, W constituent un des systèmes que j'ai désignés 
par Ùi au n^ 125^ posons 

û = ûi, U = û„ W = Û8. 

Les périodes fournies par le premier système de rétrosections {fig* i) sont les 
quantités 

a^ r'wi, 0)12 wi3^ /*«, a^ ae^ f^'w ^li ^'is^ 

3 1 = 1 0)21 W,i (0,3 | = b)^ 6, 64 ^6| = |(»21 ^'t\ Wij| = w'. 

»J 1^0)81 0)3, 0)33 J La, A4 AeJ Lo)'3, 0)^, O) 3 , J 

Des périodes transformées, je n'ai considéré que celles qui proviennent des A 
et je les ai désignées par A'. Ici encore il suffit de considérer ces périodes, car 
tous les coefficients sont déterminés par celles des équations (72) qui contiennent 
les périodes d'une même intégrale, par exemple celles de Û3 = W; et les autres 
équations fourniraient évidemment les mêmes valeurs. 

143. Les relations entre les A et les A', que j'ai données pour chaque substitu- 
tion (*), ont été écrites en éliminant Aj|, A5, A^ et, par suite, A'^, Ag, A'^, au moyen 
des relations (5). Cette élimination a fait apparaître dans les coefficients l'irra- 
tionnelle A; il est nécessaire maintenant d'éliminer \ au moyen de ces mêmes 
relations (5), afin de ramener les relations entre les A et les A' à la forme (75*). 

144. Considérons, par exemple, la substitution S4. Elle nous a donné (n^ 26) 

(85) Ai = Ai, A', = A„ Ai = X«A8; 

au moyen des relations (5), on en déduit 

.g., jA', — A,, A'3 = — As-h A4, A5 = A4, 

^ ^ ) A' — A. A' — A. A' — A- 

\ A, — A,, A4 — A3, Aj — Ae. 

(1) Je n'ai pas donné explicitement ces relations pour S4 et S5, mais elles se déduisent 
facilement des Tableaux des coefficients de ces substitutions; on trouve 

PourSi: A'i = — 2XAi-h(X«— X)A„ A', = (X — i)A,-+- XA„ A'3=Aj; 

Pour Sj : A'i = A,-h(X«-X)A,-h(i — X)A3, A', = A,, A'3=: (X — i)A,4- X«A3. 
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io5 



Celles des relations (72) qui contiennent les A peuvent donc s'écrire 



[A, A, A,] 



[A, A, A,] 




Il en résulte immédiatement 



A» 




^it 



«',« 


";. 


«i. 


«'„ 


P'., 


P'.. 


p» 


p'» 


P'.. 


p',. 



= [Aj — As-f-A* A5], 



= [Aj — Aj As]. 



U pj 



o — f 



Is 



o o 
o I 
o o 



o 



o 
o 
o 



000 
o — I o 
000 



I o o 
000 
001 



145. Cette solution du problème n'est pas la seule. Les formules (80) ont été 
obtenues en partant de la Jig. 3; or cette figure, ainsi que toutes les autres, con- 
tient un élément entièrement arbitraire : c^est la correspondance entre les trois 
sortes de traits et les trois feuillets. 

Pour obtenir les formules (85), j'ai fait correspondre {^g. 1) le trait continu 

au premier feuillet, les points-traits au deuxième et les points au troisième. 

En supposant maintenant que le trait continu correspond au troisième feuillet, 

que les' points-traits correspondent au premier et les points au deuxième, on 

trouve 

A\ = XA„ A', = XA„ A', = A,; 

ce sont les valeurs primitives multipliées par X. Enfin, en supposant que le trait 
continu correspond au deuxième feuillet, que les points-traits correspondent au 
troisième et les points au premier, on trouve 

A'4 = X«Ai, A'j = X*A„ A'j = XA,; 

ce sont les valeurs primitives multipliées par X^. De chacun de ces groupes d'équa- 
tions on tirera, en vertu des relations (5), des équations analogues aux équa- 
tions (85/ et Ton en déduira deux nouveaux Tableaux de valeurs. 

146. On pourrait encore changer le sens choisi arbitrairement comme sens 
positif; on serait ainsi conduit à trçis nouveaux Tableaux qui se déduiraient des 
précédents en changeant les signes de tous les éléments; mais on sait que deux 



A. 



i4 
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matrices abélienDes égales et de signes contraires conduisent à la même trans- 
formation (*); nous n^avons donc en définitive que trois solutions distinctes pour 
chaque substitution et, par suite, en tout dix-huit matrices de coefBcients. J'ai écrit 
chacune d'elles en tête de l'article consacré à la transformation correspondante (^). 

147. Aux trois séries de valeurs des quantités A' correspondent trois formes de 
la substitution considérée, mais ces trois formes appartiennent bien à la même 
substitution puisqu'on passe de l'une à l'autre en multipliant haut et bas par ± a 
ou par ± A^. Je désignerai par |X| le dénominateur de la substitution S/ sous l'une 
de ses formes que je vais indiquer; les autres seront ± X[ji/ ou ± X*[x/. 

148. Il est important de calculer les périodes t^'^ puisqu'elles caractérisent les 
fonctions transformées 6^'^; or on peut évidemment les obtenir sous trois formes 
correspondant aux trois formes de la substitution S/; réduites au même dénomina- 
teur, leur dénominateur commun sera, au signe près, 3[Ji?, 3X^[x^ ou 3A[jl^; mais 
sous les trois formes les valeurs sont identiques et, par suite, chaque substi- 
tution nous donnera trois formules distinctes de transformation dans lesquelles 
figureront les mêmes fonctions 0^'^; il en résultera des relations importantes entre 
les fonctions 0. 

149. Voici les valeurs des quantités [x/ et t^'^ : 

Substitution S|. — [u, Vj X^a, ç]. 
On a 

'^»3= ' [(i-:^*)"«-f-->-(X«-X)p], T'„ = Xîa. 



(1) On montre que, dans le cas des fonctions 6 paires, le changement des signes des quan- 
tités a, a', p, p' ne modifie aucun des éléments de la formule de transformation; dans le cas 
des fonctions 6 impaires, il change les signes des arguments x' et celui de T. 

(*) Il résulte de la relation ih- X -r- X* = o que si l'on calcule les trois Tableaux de coef- 
ficients d'une même substitution en conservant sur la figure le même sens positif pour les 
trois, la somme des trois \aleurs de chacun des éléments est nulle. 

J'ai trouvé commode de prendre les signes de manière à avoir |a'|>o quand il n'est pas 
nul et |ai| >o quand |a'| = o. J'ai par suite changé les signes de S",, Sj, S,, S^, S'j, S'i, 

Il en résulte que, pour chaque substitution, il existe un Tableau dont chaque élément 
a pour valeur la somme des éléments correspondants des deux aulres. 




/ 
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Substitution S2. — [w, i^, X^w + ï — X, ^ 4- (X — X^)^ -+- X* — 1]. 
On a ■ 

t;, = i[_-3X«-6Xa+(X-i)a«H-a(X«— X)P], t^, = X«- i -^ X w, 

<j=5[-3X«H-3ttH-(X«-X)(a«^p)], t;,=-X«, 

T*,,= i[3(X-2)-6X«a-4-(i-X«)M»4-2(X«— X)P], t';3=:i-Xm-X«m. 

Substitution Sj. — [a, t', X^a+i — X^, (^+(1 — X^)m h-X^— i]. 
On a 

<t=5[3(i-H4X)- i2Xa + (X--i)a«-+-2(X«-X)p], t7j = X*- X h- X w, 

t73= I[3X»— 3(i4-3X«)w-H(X«-X)(a«-i;)], t;, = -X«. 

t';3= i[-3X«+6X«a-f-(i — X«)w«-ha(X«-X)p], xJa = i- X»-h X«w. 

Substitution S4. — w, «^, ttï ^^ r» tt; ^^ -t • 

L (X* — Oi' — aX (X* — i)p— aXJ 

En posant 

OU a 

3fxÎT7i = — i2-h(X~i)tt«-f-io(X — X«)p + 6p*, Hi*'crj = Xu, 

3 fxÎT^a = 6-4- (X«~ X)a«-+-5(X«— X)t> — 3p«, 'c'/, = — X«, 

3ji{Ty3 = — i2-*-(i -X«)a«-f-io(X - X»)(;-4-6p«, fi*'cy3 = X«tt. 

Substitution S5. — «/, p, , ,.- r—n rr-» — tt; — ^ ; rr- ■ 

L i-i-(X*— i)p-f-(i— X)a i-h(X«— i)p-4-(i — X)wJ 

En posant 

ji,= X«-h(X«— i)a-f-(X — X«)p, 
on a 

3fiÎTÎi = 2(i-X«)P-4-(X>— X)a«-6X*ap-h3(X«— 2X)p«, Htstl, = li-f- (X«- i)p, 

3^x1x^3 = (X«-i)(p _tti)-+-3(2X«-i)ap-+-3(X — 2X«)P», x^jj = -X«, 

3fi}'cî, = 2(1— X«)p-h(X — i)a*-hi2ap-+-3(X-+-4X*)p«, tA8tÏ3= Xa-i-(i— X)p. 

Substitution S«. — L^, i', . ,^o ~! /->, '\ > * — tti r^^ — in — ^v * 

En posant 

on a 

S^xJtV, = 2(1 — X«)P4-(X -i)a«-+-6XaP — 3p«, F^eTÎ', = a-f- (X«— X)p, 

3fijTV3= (i_X«)p-+-(X*— i)tt«— 3Xap — 3p«, tJ'j = - X«, 

BHô-^Vj = a(i - ^*)<' -H (X - i)M«-t- 6aP + 3(X>- 2X)p*, fie-c^j = Xu-t- (i - X*)p. 
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II. — Calcul des grandeurs indépendantes des caractéristiques. 

150. Nos six substitutions nous ont conduit en déGnitive à dix-huit Tableaux 
de coefficients et par suite à dix-huit problèmes de transformation linéaire; je 
désignerai les trois qui proviennent de S/ par S^., S^, S^. Je vais appliquer 
à chacun d'eux les formules rappelées plus haut. 

loi. On peut dans ces formules distinguer deux parties, Tune qui dépend des 
caractéristiques, Tautre qui en est indépendante. Je commencerai par cette der- 
nière. Elle comprend les valeurs des nouvelles variables en fonction des anciennes 
[je les appellerai x^^^ pour la transformation S[-, y^^^ pour S] et z^^^ pour SJ], la 
forme quadratique qui figure dans le multiplicateur et enfin une portion du 
facteur T. Ce dernier facteur a été calculé en supposant la nouvelle caracté- 
ristique non réduite. Désormais, au contraire, je supposerai toutes les caractéris- 
tiques réduites, il faudra, en conséquence, introduire un nouveau facteur y\ 
égal à dt ï . J'écrirai 

T = T)c ♦ H, 
7j et E dépendent des caractéristiques; H en est indépendant. 

152. Dans le calcul de nos dix-huit problèmes de transformation, les trois cas 
de formules indiqués plus haut vont se présenter. En effet, nous allons voir que : 
pour S'^, S'a, S', on a s/=z o (piemiercas), pour S",, S,\ S* , S'^, S',, S,, S'^, S^, S'^ 
on a a'^z^o, |a'|=o (troisième cas), pour S*, S^, SJ, S^, S^, S^ on a la'l^z^o 
(deuxième cas). 

153. Pour les transformations qui se trouvent dans le premier ou le troi- 
sième cas, il sera facile d'effectuer le calcul jusqu'au bout, car le signe de K qui 
seul pourrait embarrasser, dépendant ici de deux radicaux au plus, se déterminera 
immédiatement. Il en va tout autrement pour les six transformations qui se 
trouvent dans le second cas. Pour celles-ci, je n'entreprendrai pas la recherche 
directe de ce signe. Cette recherche serait extrêmement laborieuse et d'ailleurs 
inutile. J'ai dit, en effet, que des trois formes de la transformation relative à une 
même substitution proviennent des relations entre les fonctions 8. Nous verrons 
que les trois premières substitutions, pour lesquelles le calcul sera entièrement 
effectué, conduisent identiquement aux mêmes relations; quant aux trois autres 
substitutions, pour une des déterminations du signe de K, elles conduisent aussi 
aux mêmes relations; pour l'autre détermination du signe, elles conduisent à des 
relations différentes qui ne sont compatibles avec les premières que si l'on suppose 
toutes les fonctions identiquement nulles; or, on sait qu'elles ne le sont pas. 
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154. Transformation S\, — Oo trouve 
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Is 



'0 





I 











1 












— I 





— I 








• • • « 


• « • 




, • • ■ ■ 

; — I 


• • • • 



• • 
I 












I 











■ — 1 









a = o. 



Il en résulte 



X = CLX =. 



^ o o I 'l 

o I o |â?| 
.— ï o — ij 



c'est-à-dire 



\ x* = 



a = 



' = tAÎ» 



Xif 
— Xi 






• x%, 
o. 



H',= 



I. 



155. Transformation S*. 






' I 





I 























— I 





— I 

• • • • 




• M * 




* * 4 










9 m 








\ 








I 





I 








1 







1 








— I 





I 



, aVo, |a'| = o. 



a -h xa = 



o o o -♦- Tu T21 Tij I I O I o| = | O 'fis ^1^1 ° ~~^' °r 



c'esl-à-dire 



|a-hTa'|=— >« = -XVÎ- 
v'=(a-+-Ta'ja:, 

j; = a?,-f-X«ttarj-f-ar3, 

^3 = — j:,-f-aT,. 



«pj = a'(a -h Ta') = 



o I o I o — X« o I = I o — X« o L 
o o oj ^ — 1 u 0} 1^0 o 0} 



I lO 



et 



R. ÀLEZAIS. 



©Îa7« = -X«irî. 



a = goi'h = 



^o o 1 J ^o o oj l^o o ij i^o o o^ 



ai = 1 



/>'=! 



e = fi'= — I 



b z=z g'^ah z=. 



''o I o*^ i^ i o i'^ i^o 1 o^ fo o o^ 
.ioo||o oo||ioo| = |o I I 
^o o I J ^ — I o oj ^o o I J ^O —I o^ 



6, = o, 6i 



aa'= o, d'où 



=('. :)• 



E' = o. 



1^.1 = 1. 



ai étant égal à i , la somme de Gauss est aussi égale à i . 

y |aH-xa'| '^ /2 V 4 4 / 

il faut que la partie réelle soit positive, il faut donc prendre le signe — et l'on a 



— i-f- 1 
H* = — 7^— X«. 



/ï 



1S6. Transformation S^. 



U' P'J. 



I 


o 


o 


! ^ 





o 


o 


— I 


o 


; o 


— I 


o 




• • 


o 


I 

• • • 


o 

• • • 





o 

• • 


o 


o 





I 





o 


o 


I 


o 





o 


o 


o 





o 





o 


I 



aVo, |a'| = o. 



a -+- Ta' = 



I 
o 

o 




•^11 tfl "^«3 I I O 1 O 



o 
o 



I 4- ':2s o I == I o X o j, 
Tjj i^ Lo " «J 



c'est-à-dire 



o'^=a'(a-+- 



|a -f-xa'l = X = XjjLÎ, 
V= (a -t- 'ca')rF, 

ta') = o X o L 
,o o oj 



ç7x*=Xa:î, 



1 
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g^ hy ty e', a, a^^ p' ont mêmes valeurs que dans le cas précédent. 



1 1 I 



b = g-^ah = 



I o ojlo— I o|m û ^|~| ® ' ^1» 



^1 = — I, 



^■■=(: :)• 



i*.i = i. 



«f(5«')= - 




rf(?p') = o, 



[Âaî'£P' = 




[I O o^ i^o o o^i^i o o^ 
o o o| = |o I ^||o o o| 
o o I J ^o o o J ^o o I J 



= o. 



On a donc 



E'=o. 



Comme dans le cas précédent, la somme de Gauss est égale à i. 
pour que la partie réelle soît positive, il faut le signe — et l'on a 



H = - L- ' X. 



/•: 



1 57 • Transformation S '^ . 






o 


I 


I 


', — l 


2 


— 1 


o 


I 





— I 


o 


a 


— 1 


— 2 


— 1 


! 2 


— I 


— I 








- -1 


o 


I 




o 




' — I 


I 


— i 








— 1 


o 


o 



a = o. 



a: — aa? — 



c'est-à-dire 






O I I 

o I o 

-1 -2 —ly 



J?3î 



^, 



— Xi — 2Xf 



— X^, 



lai- 



'=(^1. 



<p', = o, ni^i. 




I 12 
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158. Transformation S^. 






[ 


2 


I 


: — 2 


1 


l 

I 


o 


O 





I 


— 1 


I 


— ï 


— I 


o ' 


; 1 


I 


— 2 


o 


O 





o 


O 


I 


o 


I 


o 


\ — 2 


I 


I 








o 


\ — ' 





» 



a'^o, |a'| = o. 



II 2 1^ j^O T,2 0\ f I 2-f-X*a 

o o o I -h I o Tjt o j = I o — X« 

— I — l o J to Ti8 O J 1^— I — I-f- M 



I 2 -f- X* M l 'l 

O 
O 



c'est-à-dire 



a4-'ca'|=— X« = — X*iiî. 
y= (a-f-xa')a7, 

r's = — ^1 -^ (— ' -+- ")^«- 



«pj= a'(a -Hxa 



(o o o^ 
o -X« o , 
o o oj 



(p^,ar* = --X«a7Î. 



(o I o^ j^o o o^^ J'o I o'^ j^i o o'^ 
I o ojlo I olli o o| = |o o ol, 
o o ij t® o oJ 1,0 o ij l^o o oJ 



ai = i, /> = !, ft = e= — I, 



6 = ^-»ayi = 



(o I O^l j^ I 2 l"^ j^O I 0*1 j^O O O^ 

loollo o o||ioo|=|2 *.M» 
o o iJL— ï -"ï oJ 1^0 o ij l^o —I o) 



ài = o, bt 



=U. :)■ 



6,1=1. 



âa'=o, d'où E'=o. 



La somme de Gauss est égale à i . 



v^ 



!!JA4- = V^TX = =1^' X«, 

/2 



a -h Ta 



comme pour S',. 



U'i = :=-^' X«. 

/2 
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159. Transformation S'^. . 



U' p'J. 



y^ 


I 


o 


: — ' 


— I 


2 





— I 





2 


— I 


— I 


o 


I 





— 1 


2 


— i 








o 


I 


O 


O 


o 


I 





— I 


O 


2 


WO 


o 





O 





I 



a'^ O, |a'| s=o. 



[I I O*^ j^O Tu O*^ 1^1 l+X*W 6\ 

o — I ol-f-lo Tîi ol = |o X ol, 

o I ij Lo Tj3 oj l^O I -+- M 1^ 



a -h xa = I O — 



-l-Ta'l = X = Xfi|. 



x'= (a H- Ta')T, 



c'est-à-dire 



z, = 



^. = 



z,= 



a7i-h(n-X*u)arj, 
Xx„ 



(pj=a'(a -H Ta') = 



a>';iF*=X2:î. 



(o o o*^ 
o X o , 
o o o^ 



[o I O'^ r'o o O*^ r'O I O*^ 1^1 o O*^ 
I o ollo I olli o ol = |o o oL 



«1 = 1, /> = I, 6 = 6 =--l, 



6 = g'^OLh 



(o I o*^ J'i I o*^ J'o I o^ r*— I o o^ 
I o ollo —I oMi o o| = | I I ol, 
o o ij l^o I oj 1^0 o ij l, I o ij 



6, = — I, 6j 



=[: :)• 



\bt\ = \. 



d(«') = 



'-Irl- 



d(pp')= o . 



[o o o*^ J' I o o*^ f o o o' 
o I oM— 1 o 2l = |— I o 2 
ooojl^o o v} l^o oo, 



il en résulte E'= o. 
A. 



i5 



ll/l 
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La somme de Gauss est égale à i . 



vf?i=^==x-*^. 



comme pour S^. 



HJ=^l^'X. 



/i 



160. Transformation S'^. 



U' p'J. 



o 


— 1 


I ; 


— I 


I 


— 1 


o 


1 


O 


I 


O 


1 


— 1 


— 1 


— I : 


2 


— 2 


— I 








; — 1 


O 


I 




o 




2 


I 


1 








— 1 


O 






[o — I I 

o I o 

-I —I -I 



c'est-à-dire 



X 
X 
X 



— Xt 

— 37, 



arjj 



■~" Xf ^ Xft 



\*\= 



161. Transformation S\. 



' = I*». "p'j = o. 



H',= i 






^' 


1 


1 


! "" ^ 


2 


1 


o 


o 


o 


2 


— 1 


— I 


— I 


— 2 


o ; 


I 


— I 


— «2 


o 


O 


o 


; o 


O 


I 


o 


1 


o ! 


; — I 


I 


2 


^ o 


o 





: ~" ^ 


O 


I 



« = O. 



a'pfo, |a'| = o. 



a -hxa = 



'=lo o o| + |oTssol = |o — A' o 

^ — I — 2 oj l^O Tj3 o} [^ — I — 2-t-a o 



a-^Ta'|=— X«=-XVI» 



y={oL -t-Ta')ar, 
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c'est-à-dîrc 



v'" — 


ari-+-(i-+- 


X«w)a?j-f-^j, 


y%=^ 


- X*ar„ 




y%= 


"X^-hi- 


-2-4- U)Xt, 




?',^*=- 


\^x\. 



l v'" — 



Comme pour S" , on a £'== o, la somme de Gauss est égale à i et Ton trouve 

— i+i 



162. Transformation S". 



h; = _ X». 






'l 


2 


O \ 


— I 


I 


2 


o 


— 1 


O 


1 


— I 


— 2 


o 


— I 


I 


— I 


I 


— I 


o 





O 


I 


o 





o 


1 


O 


! i 


o 


1 


^ 








\ ^ 


o 


^ , 



a'piéo, |a'| = o. 



a -+- Ta = 





c'est-à-dire 



(o Ti, 6\ ^i 2-+-X'm o'^ 
o Tis o| = |o X oL 

o ^23 oj ^O — I -4- a l) 



r|-f-(2 -h \*u)xt, 
Xxi, 

(— I -+- U)Xi-h J-j. 



|a -hTa'l = X = XfxJ, 



z 
z 

z 



m 
1 

w 
I 



Comme pour S^, on a £'= o, la somme de Gauss est égale à i et 



Hî= — i^-X. 



/^ 



163. Transformation S\, 






^o 





— ^ 


— 1 


o 


2' 


o 


I 


o 


O 


o 


o 


2 


O 


2 : 


— l 


o 


I 


1 


o 


— 1 


! — I 


o 


1 


O 


o 


O 


o 


o 


o 


^2 


o 


1 


! ~~ ' 


o 


« 



«Vo, I 



a = o. 



IIÔ 
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ei 



— 2 — T| 



a -h xa = 



(T|i-+-aT|3 O — 2- 

T|,-haTjs I —Tu 

2 -t- Tij-f- 2Tj3 O 2 — i:i8 

Xa* o - 

(i — X)u I 

^-(X«— X)p-t-X*w* o 

|a-+-'ca'| = fiî, 
iF''= (a-f-Tx')a7, 




2-+-(X — X«)p — a**^ 
(i-X«)tt 
Xi__X)p — Xa» J 



2-f-(X« — 



c'esl-à-dire 



a:7= XM*:r|4-[— 2-h(X — X*)p-+- a*]a:3, 
r'/=(i — X)M3riH-a:t-t- (i — X*)aa:8, 
( x';= [24- (X» — X)p-HX»a*]a;j4-[2'4-(X«— X)*; — Xw»]ar,, 

(4h-2(X«— X)p-+-(X2 — i)a» o 2 4-(X* — X)(p4-a*) 

o o o 

2^(Xi— X)(p + a«) o 4 -t- 2(>^»—^)<' -»-(' — >^) 

o;a:»=[4-t-2(X«— X)P-+-(X«— i)a«]a:î-*-2[aH-(X»— X)(p-i-z**)]x,X3 

[4-i-a(X»— X)P-h(i — X)tt«]a?î. 



/>'= 2, e = e = — I, 




^O I oj 1^2 o I J t^O I oj l^O o o, 



«.=[; '], i«.i=3. 3v=[j^ ;), 



b = g-^ah = 



o o m|o I ^ ||o o l| = |2 2 ol| 

O 1 oj l^A O 2 J 1^0 I oj 1^0 O \} 



hx 



< -:\ 



ht\^U 



[o o 2^ 1^1 o — l'^ ^^4 O 2*^ 

O lolloo o|=|oooL 
— 20 2jl^2 ij 1^2 4^ 

o o o I o I o 

2 O — \} \ — I O O 

a«^*=[;;]u;)(;::)[^.'_ 




2 O — I 

= I O O O 

— I O 2 

— r o 



./(PP')= 




1 



t:)(-°»^(f :i} 
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d'où il résulte 



3iÂa7ï^3'[rf(w')]" = -32^ 



o (modS), 
8 ( mod 24 )i 



ir/E' JTT/ 



c * =tf » =X. 



36, 



--CTIU: HIT) 



35,.Mi.)=(;r)(:::] «=(1:7) " -(-/)■ 



d'où 



4 
o 

4 



• « N 



4 

O 

4 



3x(p) = 4pî — 4PiPî-t-4?î — 4pi-H8pt = — 2pî-h2pipj— 2pî-+-2pi-+-2pt (modo); 
pour(p,,p,)==(o,a), (I, I), (2,0), on a — 3x(p) = — 2 



pour les six autres systèmes de valeurs, on a — 3x(p) ^ o 



(mod6), 



on a donc 



2'e"'"'^^^^ =r 6 -h 3e" ^= 3(i - X) 



et 



1t/K' 






laiT « £ 



Enfin 



V/|a^-Ta'| V f^;* f^'* (X-X«)P-2 (.^-_^3i^')'-*-3p'« ' 



Mais la condition de convergence 

a'* -h tt'*-f-2«>'<o 



exige que v^ soit négatif; c'est donc le signe — qu'il faut prendre et l'on a 



/ 






enfin 



H; = ;r^ (')■ 



(') Le cas que j*ai indiqué au n^ 140 se présente ici. On a 



B = a/i = 



"o o — 2^ ^ I o o*^ ^o 
1 o||ooil=|o 

^2 o 2jl^O I o) t,2 




ii8 
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164. Transformation S^. 



c n> 



— % o — 2 



• • ■«•••• ••« 



I O — 2 



I O — I 



O — I O 



— 2 O I 



• •• •••• •••••• 



O 



— I 



I o 



I «'I = 3. 



a -+- Ta = 



c'est-à-dire 



— 2 — •CiiH-tij tjî - 


-2— 2T|i 


— T] 


13 




'îiï-+-'îi3 "^n 


— 2Tn — 


*Ï«S 






2 — "CuH-Tsa T|3 


— 2T|,— 


•csi 


^ 




— 2-H(X~X«)P— M» 


Xîu — 


2-+- 


(X- 


-X«)(; 


(i--X*)a 


x« 




(X- 


-X«)w 


2-i-a* x)v Xw« 


II 






M« 


la -4- Ta' 


= -XVÎ. 








^•v = (a-t-Ta')ar, 









X»a* 



1 



>",^ = [— 2-f- (X -. X*)t' — M«]ari-*-X*ax,-+-[— 2-^(X — X*)v-t-X»a*)]arj, 
^y = (i — X«)aar| — X«ari + (X — X«)Ma:,, 



^»j= [2 4- (X*— X)p — XM*]a?i-t- wa:j-H w*j:3. 

4^2(X»— X)p + (i — X)a« (i~-X«)a 2-4-(X«-X)p-4-(i — X«) w«' 
çp'^ =a'(a -}-Ta') = 



(X-X*)a 

«-X)(2P-M») J 



(l-X^M — X« 

2-h(X«— X)PH-(i — X»)m« (X — X*)tt 4-h(X«- 

cp'iar«= [4-h2(X«-X)p-f-(i-X)w«j3rî — X«ar5-H[4-+-(X«-X)(2P — w«)]ar| 

-4-2(1 — X*)war|a-,-h 2[2 + (X' — X)^ -+-(i — X*)a*]ar|a?j-h 2(X —\'^)uxtXi. 



('—2 o 2^^!^ — I O — 2 

= I O O O I I O I O 

^ 2 O O J l^ I O — I 

(1 O — 2^ J^ O O 1^ f % O — l'^ 

O — i O I I O 1 o| =1 *> — ' ^ h 
10 I J 1,-1 O ij l^— I O 2 J 



4 2^^ 




r4^ 


000, 


rf(ia') = 


, 


204^ 




L4J 



P?'= o - 



rf(pp')= -I , 



ainsi | Bj| = o, contrairement aux conclusions de M. Weber (Journal de Crelle, t. 74, p. 77). 
On a d'ailieurk 



A = a'h = 



[I o — I*^ ^i o O^ fi — I o*^ 
00 ol|ooil = lo o ol. 
20 l J 1^0 I o) 1^2 l 0} 



Tous les mineurs à 4 éléments tirés des deux premières lignes sont nuls. 
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et 



Il en résulte 



r^ — i O 2 ^ j' o o 1*1 T""^ ^ ' 
P'=o 3 oo io=|o 3 o 

7rf(âa')^(?P')= 32S o (mod 8), 
3a'-»p'[rf(ïa)]*=-32 = -8 (mod 24), 



e * =« 3 =X. 



3xa'- 



(•—2 O -"^^f — ' O 2^^ J^4 o — 2*^ 

d'où 

3X(P) = 4pî— 4pipj-*-4pî— 8p|-4-4p, = — 2pî-h2p,p3— 2pî--2pi— 2.0, (niodô). 

p2 ne figurant pas dans cette expression, \^ e'^^'X^P^ est égale à trois 

, P 

fois \^ e'"^*x<P) où p ne représente que les deux lettres pi et p»; 

pour(pi,p,) = (o, i), (i,o), (2, 2), on a ~3x(p)= — "^ ) 

^"" (modo); 

pour les six autres systèmes de valeurs, on a — 3x(p) ^ ^ 



on a donc 



y'e-it/xtp'=3(6-h3<5 ' y = 9(i-X) 



p 



et 






— j y c-«'x<pj = 



Enfin 



/ *> ^ 4 /IZI =+ Liti ^ 

Les considérations que j'ai indiquées plus haut montrent que c'est le signe 
qui convient, et l'on a 

H = — • 

v/2 f^* 



I20 
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165. Transformation S*. 



fa P"!"^ 



'-2 





o 


'. ^ 





— I 


O 


— î 


o 





— 1 





O 


O 


— 2 ; 


— I 





2 


* ■ • * 

— 2 


o 


— I 


I 


o 


• • • • 

O 


O 


I 





O 


o 





,-' 


o 


— 2 ' 


O 


o 


I 



|.'| = 3 



a -HTa = 



[ — 2 — 2X11 — Tis Ti, —T, 1—2X18 'I 

— 2Xiî— X,j — I-I-Xn — 1:11—2X13 I 

— 2X|8 — X33 X,3 _-2 — Xn — ax3jj 

— 2-^(X — X«)p -f-X«u« X«w — Xu» 

(X — X»)a X (X — i)M 

z/« a — a-h(X — X*)(; — X«a« 

|a-t-xa'| = XjxJ, 

t 

^'v= (a -i-'îa')ar, 



c'est-à-dire 






[ — 2-h(X — X*j(?-hX*a']a7i-H X»Ma?i — Xw^arj, 

(X — X*) Mari -h Xa7t-+-(X — 1)1*^3, 

a'xi-h aari-+- [ — 2 -f- (X — X*)v — X«a*]iF3. 



4_t_(X — X»)(2P— M») (X — X«)m 2-t-(X«— X)p-*-(X — i)«5 

^7 = a'(a-t-xa')=| (X — X*)a X 

24-(X»— X)P4-(X — i)a» (X — i)tt 4-t-2{X^ 




«— X)p-*-(X — 1)«5 ^ 
(X-i)u 

,t-X)v-H(X«— l)tt«J 



ç]['2r«= [4-H(X — X«)(2f'-M«)]jrî-f-Xx|-h[4-+-2(X*— X)p-h(X«-i)w«]jri 

2(X — \^)UXxXi-ir 2[2 -t- (X* — X)(;-+-(X —l)U^]XiXz'\- 2(X — \)uXiXi. 



— 2 o o '^ r~^ ^ ~~ o (^ ^ ^1 

o —I ** I I ^ ' ® l~l^ — ' ^1» 

o o — 'l} l^ — I o — 2J 1^2 o 4J 

(2 o — I^ J'i o O^ f 11 o —1*^ 

O —I oloQuI "1^ ® ^r 

— I O 2 J l^O O I J l^— l O 2 J 



rf(aa')= -I , 



rf(P?')= o , 



[ — 2 o ' 1 f' ^ ^1 f""^ ^ ' 1 
o 3 o I o o o =1 000. 
I o — 2J l^o o ij l^ I o — 2J 
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li en résulte 



2d{aa')dm')= Sas 



o (modS), 
8 (inod24), 



e * =X. 



3aa'~« 



3S'-<rf(aa') = 



d'où 



— 2 O O '^ j^ — a o 

o —I ^11^ 3 
o o — 2J l^ I o 

■(•• ; il (7)-(:i 




4 o — a 
o — 3 o 
— a o 4 



•iX(P) = 4PÎ— 4piP»-*-4pî— 3p}--4pi-3p,— 4.5,s— 2pÎ4-apip, — 2pi-+-api-Hap, (modo). 
Comme au cas précédent, 

P £ 

Pour(p,, pj) = (o, a), (I, I), (a, o), on a ^3x(p) = 

Pour les six autres systèmes de valeurs, on a — ^•^tp\^ 

D'où 

2'<^'X(p) = 3(0 -♦- 3e"^)= 9(1 - ^), 






(mod6). 



•KiE' 



g-ic/5e<p) = i. 



Enfin, 



i«'r * p 






c'est le signe — qui convient, et l'on a 



hî:= 



-I — t X 



1(36. Transformation S',. 






— l 





; 


; 








— I 


I 


I 





I 











— I 


; 








— I 


a 


I ; 


: —I 


I 





— 1 


— I 


— a ! 


> G 








— a 


I 


— I : 





a 


— I 



aVo, |a'|=o 



A. 



i6 
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et 



a -f- ta = 



( — I — T|i — Ti,— 2X1 
— I — Tu — Xjj— 2T| 



3 2Xii — Xij-hXja T|| — iTii — Tj8 

t) H-atH— Xij-t-Ttj I-+-XH— 2Xm— X,3 

2Xi3— X2S-t- Xj3 — 14-Xis aXjs— X33 



— I — X«w — Xa» — X«M-+-(Xî— X)P — X*tt« — 2X»a-4-(X«— X)p-t-tt* 

Xî — i4-(X — i)tt — X-+-(Xî— X)ii X«— Xh-(X5— 

— a-+-(X — X«)p — X*a' — w— zt» — i — 2W-+-(X — X' 



.«)p-HXa«J 



a-hxa'|=— fx}, 
rr' = (a -h xa')a:, 



c'est-à-dire 



9;=a'(aH-Ta')= 



a:^ =(— I — X«a — Xa«)ar,-h[— X«a-f.(X* — X)p — X«<t«]:r,-+-[— 2X«a-4-(X» — X)p-ha«].r„ 

a7;=[X« — i-+-(X — i)a]ar,-+-[— X-+-(X«— X)a]ar,H-[Xs-X-h{X«— i)wla7a, 

ar][= [ — a-h(X — X»)f — \^u^]xi — (u-\- u^)xt-h[ — i — 2a -+- (X — l')v -^'ku^]xz. 

'2— X'+2(i— X)a+a(V— X)v-h(X'— i)m' X+(i— X')M+(X-X2)v-h(i— X)a= 3 4-2X + (4— X)a-t-(X' — X)( v- 
X + (i— X«)a + (X — X')p-h(i — X)w^ X-h(X — X')(2M — 2p + tt») 2X + (4-+-5X)M + (X» — X)v-f-(l — 
^34-2X4-(4— X)w-+-(X'— X)(P-f-w') 2X+(4-h5X)MH-(V~X)v-h(i— X')w' 3+4X-+./4(i— V)w4-a(X»-X)i;-H(i 

<p'5ir« = [2 - X«-4- 2(1 — X) a -f. 2(X»— X) (» 4- (X«— 1) a«]a7Î 
-+-[X4-(X — X*)(2tt--2P-f- w*;]ar| 
-h [3 4- 4 X -+- 4(1 — X«)w -h 2(X« — X) P -h (i — X)a«lxî 
-f- 2[X 4- (1 — X«) tt 4- (X — X*) p + (c — X)tt»]a7ia7, 

4- 2[3 4-2X 4-(4 — X)U4- (X*— X)(P4- U*)]XiXi 

2[2X4-(4-+-5X)m4-(X* — X)p4-(i — X*)u«]a:,ar,; 




on peut écrire 

(55a:«=[2 — X*4-2(i — X)m4-2(X»— X)(;4-(X«— l)a»](iFi4-a78)« 

4-2[X 4-(i — X»)a4-(X — X«)p4-(i — X)a«](a:, 4-a:,)(Xï4-ar5) 
4- [X 4- 2(X — X«) a 4- 2(X«— X) P 4- (X — X«)a«](x,4- ar3)î. 



a = ^a'A = 



[I o o^r^ — I 2 I ^fi o —1^ r^' 
o I o I j — I — I — 2 I I o I — I I = I — I 
— I —I ijl^— 2 I — ijl^oo i ) l^o 



2 o 
-I o 
o o 



p =1, 



e = e = I 



6 = g^^oih 



a,=^_| _^J, |a,|=3, 3a7»=^ ^' _^^j, 

o I lll— I I I Mo I — l| = |— I I 




^1 



-(:: :) 



6.|=-i. 
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el 



o i —j}[^ — i I —i) L ï — * — ij 

(o o o*^ ^ — I I o '^ 
o I o I o o o = o, 
iioojl^oa — 1 ) 



d{â<x') = - 




d'où il résulte 



3[AaT>£P'[4aa')?=9, 



ICI g »1tl 

C * =6 * = 



— l — l 



v^ 



-•--(:; t: ::)=(: :) 



3âT._Arf(ia')=(_; _'J(; ^ ;) 



• a N 



— I 



k— "^ 



(:: :. :)(:;)=(::) 



d'où 



^X(p) = PÎ-^4pipt4-pî- 3p, — 3p,= pî 

Pour (pi, pO = (o, o), (i, I), (2, 2), 
Pour les six autres systèmes de valeurs, 



- 2pip|4- pj— 3pi — Spi (mod6). 

on a 
on a 



-3x(p)^o 
-3x(p)sa 



(mode), 



on a donc 



y e-«'X(P)=3-t-6c 3 =3iV3, 



7C I E 

e * 






a, I « p 



/5 



Enfin 



1/ 



eeM6,|tV _ 



la H- Ta'! 



it 2[v/3(— I — u'— /3a'-f- 2c') ■+ 



±1 



/(— I — 3 w'-i- /3w'— 2/3(^')] 



(_ , _ 3a' 4- v/3a'— 2/3p')'-t- 3(— I — a'- v/3 w'-t- 2p'V 
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Il faal choisir le signe de manière que 

d= (— I — a'— v/3 tt'-H 2P') 

soit positif. Or le domaine de convergence des séries 8 pour les variables i'', u\ ut 
est la région située à l'intérieur du paraboloïde 



le plan 



m'*-+- zt'*-Hai''= o; 



— I — II'— /s a' -h 2P' = 



ne rencontre cette surface qu'en des points imaginaires; le signe du premier 
membre est donc le même pour tous les points du domaine; or pour £/'= {£"=: o et 
v'=^ — 1 , le premier membre se réduit à — i ; le premier membre est donc toujours 
négatif; c'est donc le signe — qu'il faut prendre; on a 



V 



a 4- Ta 



1^» 



et 



«8 = — > 



y/i 1^5 



167. Transformation S*. 



U' ?'J. 



^« 


O 


— l 








— I 


— I 


— 2 ; 




o 




I 


O 


1 








-- I 


— I 


— 2 ; 


1 


1 


— I 


2 


O 


I i 


o 


— I 





^ I 


— 2 


— I ' 


I 


— 1 


o 



a'| = 3. 



[— Tn-H 2t,j-h'Ui3 —Tu— 2Ti3 — I — 2Tii H" T,, — T,3 '^ 

— I — -ru-h 2T„-f-Ti3 — I— Tu— 2Tis — 2 — 2':ii -h Tij— - Tjj I 

I — T13-+- 2':j3-f- T33 — ':|3 — 2T33 I — aTis+Tjs — T33 } 

X — X«-h(i — X»)w 
I -h 2 w -i- ( X* — X )p -— X M» 



— Xtt* >-i-t.x«z*-4-(X — X«)p-hX*«« 

— i-4-(X — i)t* X — i-+-(X — X«)f* 

(X — X*)i> — X»w* n-M^-^t* 



c'est-à-dîrc 



y\ 
y\ 



[2X»M -^ (X — X*)p — u'^\xx — Xw*^j-+- [— i-t-X*M -h(X — X*)p-i- X*a*]ir3, 
[X — X»-+-(i — X*)a]ar, -^[— i4-(X — i)a]ar3i-i- [X — i-h (X — X*)M]a73, 
[iH- 2«t-+- (X«— X)p — Xa*]a?, -i-[(X — X«)p — X«u*]arj-+-(i + î^ -h u*)a?3. 
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et 

(3+4^+4(1— V)M-i-a(V-X)v-f-(i-^)i«' -2-f-2(X— i)M-f-(X— V)(vH-u') 2>,-t.(4-f-5X)M+(V-^)*H-(i~Xî)a»' 
2X-i-(4 + 5X)a-*-(V->.)i;+(i— V)a» — i-h(X— i)a-t-(V— X)v+(X--i)ii» X + (X — V)(2u- 3(^+ m') . 

ç»ar« = [3 -h 4 X -*- 4(1— X*) a + 2(X«— X) «> -H (i — X)a*] a:» 

-4-[2(X»— X)p-4-(X«—i)a«]ar}-t-[X-h(X — X«)(2a — 2i;+a«)]a7Î 

+ 2[ — 2 -»-2(X — i)a + (X — X^Xt^-h a*)]3riXi 

+ 2[2X-f-(4-H5X)ii4-(X«— X)p-H(i--X»)tt«]ar|ar3 

-+-2[— n-(X— i)a-H(X*-- X)v-H(X — i)a»]a:,a?3. 



o — 



a s' = I o 



loa o i=~2 o -ï, rf(âa')= o , pp'=o, 



— 1 —2 

2 3- 



3a'-»P'=| 3 3—3 
-i —3 2 



o — I o = o 3 -3 ; 
, _, o J t-2 -3 4 J 



d'où 



TCiE' ici 

/2 



r o o —1^ j' 2 3 —l'I J' 4 3 —2*^ 
3aa'-i= -I __, -2 3 3 -3 = 3 o o , 

1^ I o 1 j L — 4 —3 2 J 1^ — 2 o I J 

d'où 

35^{p)=4p{ + 6p,p,— 4p!p»-HpJ-+-2pi--p3s— 2pî-+-2pipj-hpî4-2pj— p3 (mod6). 

Comme pour S*^, 



p p 



Pour(p,, p3) = (o, 2), (i, i), (2, o), on a — 3x(p)=— 2 | 

Pour les six autres systèmes de valeurs, on a — ^^(P) — ® ) 



(mod6); 



on a donc 



y c-«'X(p' = 3 \6 -4- 3e » ; = 9(1 - X), 

p 

la',"-* p ^^ 
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Vla-HTûc'l V XVI""~ 



I -h * X» 



on est amené à prendre le signe +, et l'on a 

X* 






168. Transformation S5. 



U' p'J. 



^— ' 





— I 


• 








— 2 





— I 





I 





I 

















— 2 


I 


— I 





a 


— i 


I 


— I 


— I 





— I 





^ — ' 


— 1 


— a 


I 


I 


— I 



|a'|=3. 



a -h Ta =1 — 2 — 




aXii-HTii— Ti3 Tji — Tu 
atuH-Tji — Tjs Tu — Tjj 
2Ti3-+-Tj3 — Tjj Ti3 — T13 ■ 

X«MH-(X — X«)p-f-X«M» 

X — n-(X — Xs)ii 
I -♦- w -f- w' 



I — T|i Tu — 

— I Tu "Cii 

— Ti3 Taj 



-5' = 



-'C|3 

-X«a-f-(X«— X)i> 

X«4-(X«- 

— aH-(X — X 

Ta'|=X,jLÎ, 
(a-4-Ta')a7, 



-X)i>-hM* — I — X*w — Xu» '^ 

-i)u X* — i-+-(X — \)u L 

»)P + X w* — a H- (X — X«)«^ — X« w» J 



c'esl-à-dire 



z 

z 



[— n-Xîa4-(X — X2)(>-f-X«a*]3riH-[— X«M-+-(X«— X)p-h w«]ar, — (i-+-X»a 
[X — i-H(X — X«)M]jr,-+- fX*-f-(X« — i)a]a:,-h[X«— ï-+-(X — i)a]a?3, 



Xtt*)ar3, 



X-h(X— V)(3M— 2i^-hM») v+3Xw-h(X-X')p+(X'— l)M^ "-X+(X«— l)M-h(X— V)v-h(X- 

_>,+(X2~,)M4-(X-V)i»-h(X-i)M5 _Xî-t.3a+(X5— X)(i;+tt2) 3H-X-f-2(i— X)M+2(V— X)i^-H(V 






.w 



I — 



?B^' = 



lX-f-(X 
[3-hX 

2[— X 



X«)(2W— 2P-Hu*)]arÎH-[— X»-4-2(i — X«)w-»-2(X»—X)p-h(i — X)a«]iFÎ 

2(1- X)uH-2(X«— X)(;-+-(X»-i)a*]a:|-+-2[X«-t-3X»u-+-(X — X«)p-4-(X« — i)tt«]arix, 

(X»— i)w-h(X— X*)p-h(X— i)w«]arja'3-h2[— X*-+-3i4-4-{X«--X)(p-ha«)]xia:8. 



aa = 



'— I — 2 l'^j'— 2 I — l '^ r~' ® o 

o o oMi — I — il = |o ool, 

^—1 — I oj l^— 1 — I — 2 J ^ I O 2J 



rf(5a') = 
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et 



o I ol o — I 0=0—10, 
o o oj l^i I — ij l^o o oj 



rf(pp') = 



-(:■)■ 



r • 

3a'-ip'= 3 



3 
3 



— 2 —3 



- 2^ J'o 7. — ''l J'— 2 — 3 i*^ 

rJl: 7 -J=[r : :]• 



d'où 



2rf(aa') rf(pp') = o, 3a'-> p'[rf(Sa')? = - a, 






-»=— 20— 13 3 —3 = 0—3 3L 
^ I o o J L~^ — 3 I J l^i 3 — a J 

3â'-« €/(ia') =3 3 — 3M> = 



— 5" 



d'où 



3x(P) = P?-^^PiP»-3p}-h6p,pj— 2p3— 5p, — 9p,-h4p8spî-i-2p,p3 — 2pî-t-pi— 2p, 

(modo); 
on a encore 



2>^'^^p^=3 2'«-'^^^^^; 



Pour (pi, p,) = (o, i), (i, o), (2, 2), on a "" 3x(p) ^— ^ 

Pour les six autres systèmes de valeurs, on a — 3^(p) ^ o 

on a donc 



(modo); 



^e"^iW=^\6-h3e » y = 9(i — X), 



niE' 



|af "i p 



Enfin, 



1/— ^^— =4/- -L-=-hilLii. 



on est amené à prendre le signe — et Ton a 

— i-h i X 



lVi = 



y/a 1*5 
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169. Transformation Sj. 






— I 


o 


o 





o 


o 


I 


I 


•2 ; 


o 


I 


o 


o 

• • • • 1 


o 


-— I 


o 


o 

• * V 


o 

• • • • 


— I 


I 


f 


— 1 


*l 


o 


— a 


— I 


— I 


o 


o 


o 


— a 


— I 


^i ! 


• 

o 


I 


— I 



«Vo, |a'| = o. 



a H- T« = 



1 — X|,— 2Tj,— 2Tj 

— Tu — iix\ — a-ïi 



3 "Cil— '^it — '^\^ 

Tjs 1-4- Tu Ti8 Tjj 

ts "Cia — "^ÎS — '^38 



"^ii — "^lî — '^is'l 

a -h Xu— Tjj — Tu I 
— I -H Tu — Tjj — Tjj^ 



-1)M L 



— I — aX«a — Xa* — X«tt h- (X«— X)(> -+- a» — X«a-f- (X«— X)i» -+- a« 

*— X-+-(X — i)a — X-+-(X» — i)tt I — X-+-(X«— 

H-(X-X>)ç^ — X«a« - w-+-(X — X«)o-+-Xm« — I — mh-(X — Xî 

|a-+-Ta'| = — fx|, 
a?" = (a H-Ta')a?, 



c'est-à-dire 



X 
X 



VI 

1 

IV . 

î ■ 

VI . 



[ — I — aX*!* 
[Xî-X + (X 
[— aa-i-(X — 



— Xa*)a?i-f-[— X*w-f-(X*— X)(^H- w*]a?i-+-[— X«M-+-(X«— X)PH- «'J^si 

— i)a]a7|-+- [— X-h(X* — i)u]ar,-+- [i — X -+- (X«— i)u]a:3, 
X»)p — X« M«]â:i 4- [— . M H- (X — X«)p -4- X M*]a?,-+-[— i — m H-(X — X«)i; h- X m»]^,. 



(3+4X-4-4(i— X)M-4-2(X»— X)«;-4-(Xî— i)M» aX-h(4-X»)M-f-(X»— X)(i;4-M») aX+(4-X»)in-(X'-X)(i^+M») 

2X+(4— X>)u4-(X«— X)(i>-4-w«) X-ha(i— X»)u-f-a(X«— X)i>-f-(i— X)M^ X+a(i-X»)M-ha(X^-X)v4-(i— 

aXH-(4— V)a-f-(X»— X)f(;+w») X-4-2(i-X«)uH-a(X»— X)(^-l-(i— X)m* X-ha(i-X»)w+a(X»-X)v-t-(i- 

(p;a?«= [3-f-4X-+-4(i- X)u-+-a(X«— X)P4-(X«— i)M«]a?î 
-4- a[aX-4-(4 — X«)m-+-(X«— X)(i'-H tt«)](ari-Ha?j)a?, 
-t- [X-+-a(i — X«)ttH-a(X»--X)p-+-(i — X)tt»](a:,H-a?8)*. 

[I o o^ ^ — I I I ^ r'i o o ^ f — I I o*^ 
o I oll— a —I -"'II® ï — 1| = |— a —i o|, 
o — 1 ij L~^ — ï —'J l^o o I J l^ o o oj 



i-X)«J 



/?'=a, e = 6'=i, 



'^■=(_', _!.). i«'i=3. 3aT'=(; _;), 



^ = ff-^ah = 



[I o o^ r'— I o o ^ r'i o o ^ r'— I o o ^ 
oiiMi I aMoi— i| = |i I o 
ooijl^o o— ijl^oo l ) 1^0 o — 1^ 
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et 



*i 



-[-: :]• 



|*.! = -i. 



— II O ^ ^ — [ I 1 ^ ^ — I — 2 

O I O II — '2 — I — M == I — ^ — ' 

O 2 — ij 1^ — 2 —I — ij L — 2 — 1 



— I — I 




d{âx') = 




pP'=o, 



3lAa7»£P' = 



I — I^ ^ ï 20^ 

0^- 1^ o o o^ 



d'où 



3|AaTt£?'[rf(aot')P=i, 

X. 



e ^ =e " = 



— I — i 



/i 



d'où 






Pour(p,, pt) = (o, 2), (i, i), (2, o), on a — 3x(p)s— 2 ^ 

Pour les six autres systèmes de valeurs, on a — ^X(p) ^ *^ ) 

on a donc 



(modC); 



W/E' 






«1 



/^ 



Eniin 



/ 



tz'\bi\iP' 



laH-ta'l 



y |a4-Ta'| V H^î f^« X*H-(A — i)M H- (À — X»)i^ 

^ =^ 2 [ ^/3(- i — tf^- /îu"-^ iv') -f- f(— 1^ 3ff'— ^3" m' - 2/3 y')] 
~ (—1 - 3z/'— y/ï'*"- 2y/3(^'')V 3(— I— f/'— /3z*'-+- 2r')' 



Le signe de la partie réelle dépend de la même quantité que pour S'-; en pro- 



A. 



i3o 



R. ALEZAIS. 



cédant comme pour celte transformation, on obtient 



H' = 



— I — * I 

v/2 F^e 



170. Transformation S^. 



L«' p'J. 









— I 








— 1 


— l 


— I 









I 





1 


% % % % 






— I 


— a 


— a 


1 


— I 


* * ft 4 

— I 


I 





— 1 





— I 





1 


— I 


— I 


I 


— 1 






|a'| = 3, 



a -h Ta = 



•2X11 — "^It — 'IJ 
2X1,— T,2— T,8 
atn — Tjs — ^38 

Xî_i-h(X — Xï)a 

I — M -h m' 



— Tn-f- T12-+- Ti3 aTii — Tu I 

— a — Tn-hTjjH-xja — i — aTit—T,, — i 

I — TijH- Tts-+-Tj3 — ÎÎX,8— T3a l 

Xîa -h (X — X«)f — M« (X — X«)p -H X»a« 
X — i-t-(i_X«)a — i4-(X -X«)z* 

i-+-aH-(X*— X)t' — Xw» a* 

|aH-Ta'| = — XVÎ» 

c'est-à-dire 

( ^v.= [Xîw-i-(X— X«)i^ — a»]:r,4-[(X — X«)p-4-X«w«].r, + [— 1— X»Z4 + (X — X»)i'-+-X»M»]Tj, 
] ^vi — [X — i4-(i — X«)a]iFi4-[— i-h(X — X«)w]a7j-+-[X«— n-(X — X«}a]a-3, 
( ^y = ['4- w H- (X* — X)p — Xa*]a7i-+- a*a7,4- (i — w -h M»);r3. 

'Xh-2(i— X')a4-2(X'-X)v-+-(i— X)u^ -,-f-(X-X=)(/-{-(X'— X)i;-{-(i-X2)ttî _Xh-(X-i)i/h-(X2— X)i'H-(i— X')m^' 
9;=i'(a-HT«')= I -i-hlX— X»)u4-'X'— X>-i-(i-.X2)tt' 2(X5— X)i^-+-(X-X5)a' i+(X3— X)M-{-2(X'--X)i'-+-(X- 

,-Xh-(X— i)w+(X»— X)vH-(i— X')a' ,4-(X»— X)tt4-2(X2— X)v-+-(X-X^)m' a-X^+CX^— X)(2MH-2r. 



(i-X')M^^ 

(x-x>. 1 



?î^' 



[X-+- a(i— X*)tt-4-2(X«— X)p-f-(i — X)M»]rî-4-(X« 

-4-[2 — X«-f-{X«— X)(2M-+-2V — W»)]ri 

-h2[— n-(X — X»)(t* — i^)H-(i — X«)a»]ariJ7, 
-h2[— X"h(X — i)a-h (X*— X)t' -+-(i — X«)M»]a:ir3 
■+- 2[i -+- (X*— \){u -4- at' — u^)\xxXi. 



\){'kv — mMx| 



aa 



o — 
o — 





2 O f~* ~'^- ~'^1 

I o I I I I I — 

» ij L » —I — J 

[—1 o X ^ p —I — i^ ^ \ — 3 i"^ 

o 3 — 3o-i o=— 3 3 o, 

— I —3 2 J l^i — 2 « J L ' o y) 



pP'=o. 
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l3l 



d'où 



3a'-ip[rf(Sa')?=i, 
it/E' ni 



/^ 



' o o —1*1 r'— ï o 2 ^ r' I 3 

-i= -2 — I — I o 3 -3=3 o 

^ I o I J L — ' —3 2 j t — a -3 

•1 (•■]■(?) 



— 2 

— 3 
4 



— i o — 

3S'-»rf(ia') = | o 3 — 3 

2 — 3 2 



d'où 

3x(p) = PÎ-+-^PiP«~-4piP3 — 6pip3 + 4p!— Pi— 6pj-+-2p3spî-+-2pip3— 2pî— pi— 2p, (modô). 

On a encore ici 

P • P 

Pour (p,, pa) = (o, 2), (I, 1), (2, o), on a — 3x(p) = 

Pour les si\ autres systèmes de valeurs, on a — 3y (p) ^ 






o 



(mod6). 



On en tire 



y <j-ii/x(pJ = 9(i 
p 



-X), 



niE- 



ht 



e-it/z<p' = 



«'f"* P 



I l 



sll 



Ënfiii 



V la + xa'l V ^*f^i 1/2 t^6 



C'est le signe -f- qui convient, el l'on a 



"ï = 






171. Transformation Sg. 



U' P'J. 



^/ — ' 





— I 


! ^' 








— I 





I 





1 





I 





C) 











2 


— 1 


— l 


1 


I 


— I 


1 


— I 


— 2 


! 


— i 





k-' 


— 2 


— 2 


I 


— 1 


— I 



1«'| = 3. 



l32 



et 
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1 — 2X11 — -cit— xia — t:ii — Tu — 2x13 — i — th — 


2T„— 2Ti3^ 




I 2Tn Tu Tt3 Tu Tji 2T,3 I Tu 


2T,, 2T„ 




1 2Ti3 Tj3 Ts3 Tji T13 2T83 T13 


2Tj3— 2Taj^ 




, — Xïa-h(X — X«)p + X«a« _ X«a- Xm« 


— I — 2X*M — Xït* 


Xî— n-(X — X«)w X»-h(X— i)a 


XJ— X-+-(X — i)tt 


1 — a-ha* — a-+-(X — X«)p — X*w« — 


.2a-+-(X — X«)i' — X«M* 


|a -i-Ta' 1 = XfjLf, 




5'«= (a -h Ta') 37, 







cp:-a'(a-i-Ta')- 



c'est-à-dire 

5*j'= [— I — X»u-+-(X — X«)p-+-X*a*]a7i--(X»w4- Xa*)a7j— (i-h 2X«w-f- \u^)xa, 

^y= [X*~i-h(X — X«)w]:r,-4-[X«-+-(X — i)a]ir,-4-[X«- X-4-(X — i)a]aT3, 

5j'= (i— a 4- a*)a7|H- [— w-+-(X — X*)t;— X*a»]a7j-h[— 2a4-(X — X»)t; — X«M*]a:-3. 

2-X2-haCX2— X)(a— 2v-w») _X5__3Xm-4-(X'— X)p-i-(X— Oa^ i_aX'-4.(5X»4-4)a-f-(A'-A)c'-i-(X -l)M■ 

— X'— 3Xu-4-(X'— X)t^-+-(X— i)«ï — X'-f-2(i— X)a--ha(X»— X)i;+(X^— i)m2 —2V^3{i—\)u-h2{V-X)v-^0r— 

I— 3X'+(5X2-t-4)«+(X'— X)^'-i-(X— i)a2 _2X2h-3(i— X)M-f-2(X»—X)v4-(X5— i)a' 3-h4X-i-4(i— X)m— 2(aî— X)< 

ç)'^x»= [2 — X«-h(X*— X)(2a— 2P — f4*)]arî 

-4-[— X«-+-2{i — X)a-h2(X«- X)t'-+-(X*--i)u*]ar| 
-♦-[3-+-4X-+-4(i — X)a-i-2(X*— X)i;-i-(X»— i)w«]a7Î 
-f- 2[— X» — SXw-i- (X» — X)p -f- (X — i)a*]aria7j 
H-2[i — 2X«-+-(5X«H-4)!f-f-(X«-X)t^-h(X — i)M»]a7,:r3 
-i-2[— 2X«-4-3(i — X)a-h 2{X« — X)(^-h(A»— Oïf'J-PjTs. 



)c'-i-(X-i)M=^ 



aa = 



— I 
o 

— I 



— I ï^ f ^ — 2 — I^ 1^2 O 

oll I — l 2| = lo O 

1 o) ^— I — 1 — aj L* ^ 



I 
O 

— I 



d{iaL') = 



•1 



3a'-ip' = 



o 

I 



3 —s' o — I o = — 3 




d{r{^')r= 



i) 



— I 



n 



croù 



2 d{aa') e^(?|3') = o, 3a'-» p'[^/(âa')p = 






C« = — Xl. 



(1 '011 



, 1 o o J t I -3 I J t 

— 2 o * ^ r ^' 

: -3 rj [:. 



3a'-'rf(aa') = 



I 3 — 2' 
3 — 3 o 
-2 o I , 

3 
I 



3x(p)=PÎ^-^PiPî — 3p}— ipip3H-pl — 5pi-h3p,4-ps = pjH-2p,p3 4-p|-+-pi-hp3 (mod6). 
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On a encore 

p p 

Pour (p,, pa) = (o, 1), (i, o), (2, 2}, on a — 3x(p)=— 2 

r* I . . , . ~ } (inodG); 

rour les six autres systèmes de valeurs, on a — 3y(p)^ o 

2'6-«'X(p) = 9(i~X), 
P 



D ^* 



Enfin, 



la'l'' » p 






On est amené à prendrp le signe H-, et l'on a 

I H- * X 



H'^ = 



ypi F^6 



III. — Des caractéristiques. 

172. Il nous reste à calculer les éléments qui dépendent des quantités q et q[ ^ 
à savoir : rj, A, A', E. 

Ainsi que je l'ai dit, vj est un signe provenant de la réduction de la nouvelle 
caractéristique, k^ A"', E sont donnés par les formules (79) et (80). 

173. Je désignerai les fonctions paires par 8r^ (N = i, 2, 3, ..., 36) et les 
fondions impaires par STj^ (N = i, 2, 3, ..., 28). Le Tableau suivant indique 
comment je fais correspondre les indices N aux caractéristiques. 

Caractéristiques paires. 

N q\ q\ q% q\ q\ q\ N q\ qt qz q\ q\ q\ N ^, q^ q^ q\ q\ q\ 



I 




















i3 



















2 5 



















2 


I 

















14 


I 




I 











2G 








I 










3 








I 











i5 


1 
















27 


I 





1 










4 











I 








16 
















I 


28 











I 




1 


5 

















I 


«7 










I 





I 


29 











I 







6 











1 





I 


18 










I 








3o 
















I 


7 


I 





1 











«9 







1 











3i 


i 
















8 








I 


I 








20 


I 













I 


32 


I 





1 


1 




I 


9 


I 














i 


21 


I 




I 


I 





I 


33 








1 


I 







10 


1 





1 


I 





I 


■22 







I 


I 








34 


I 













I 


II 


I 


I 





1 


1 


I 


23 


I 




I 


I 


I 





3) 





1 


I 







1 


12 





1 


1 


I 


I 


I 


24 


I 







I 


I 





36 


I 


I 


1 







1 
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Caractéristiques impaires. 



N 


^1 


9^ 


^3 


q\ 


9'' 


q\ 


N 


9i 


^î 


^3 


9\ 


9', 


^3 


N 


^1 


^ï 


^3 


?'l 


9t 


9i 


I 


o 


I 


O 


o 


1 


o 






























7. 


l • 


o 


o 


1 





o 


1 1 


I 


I 


1 


o 


o 


1 


20 








I 


I 


I 


I 


3 


o 


o 


I 


o 







la 


I 


I 










I 


21 


I 





I 


I 


I 





4 


o 


I 


o 


1 


I 




i3 


o 


I 


o 




I 


o 


11 





I 








1 


I 




I 


o 


1 


o 


o 




i4 


o 


1 


I 







1 


23 


I 








I 


I 





6 


1 


I 


o 


o 


I 




i5 


I 


I 


I 




I 


I 


a4 





1 


1 


I 


I 





7 


o 


I 


I 


o 







i6 


I 


o 


o 




I 


I 


25 


1 





I 


1 








8 


o 


o 


I 





I 




»7 


1 


o 


o 




o 


1 


26 


I 


I 


I 


I 








9 


o 





1 


l 







i8 


1 


1 


o 




o 





^7 


I 





I 





I 


1 


lO 


I 


I 


o 


o 


I 


o 


IÇ) 


1 


I 


1 


o 


1 


o 


28 





1 


I 





I 






174. J'ai écrit plus haut 



ÎC/E 



T = T,c * H 



et d'après le calcul qui précède H est égal dans tous les cas à une racine huitième 

de l'unité divisée par le dénominateur de la substitution considérée; orTje * est 
ausii une racine huitième de l'unité; on peut donc écrire 



jjL étant, sous la forme choisie plus haut (n^ l^^S)» le dénominateur de la substitution, 
k étant égal à 3, 2 ou 1 suivant qu'il s'agit de S'^-, S^- ou SJ et A étant une racine 
huitième de l'unité qui dépend non seulement de la transformation considérée, 
mais aussi des caractéristiques. 

175. Après avoir donné pour chaque transformation les formules qui ex- 
priment A", A', E en fonction de q et de q\ je disposerai en Tableau les systèmes 
de valeurs de N, A, N' qui se déduisent de ces formules (*). 

^ — ■ 

(M Pour effectuer les calculs dont je donne ici les résultats j'ai construit des Tableaux, 
dont on trouvera un spécimen à la fin de ce Travail. Il concerne la transformation Sg appli- 
quée aux fonctions impaires. 

Pour que tous les calculs puissent être effectués et vérifiés d'une manière plus immédiate, 
je me suis servi dans le calcul des nouvelles caractéristiques de quantités auxiliaires définies 
par les relations 



^i+<2r3=m, <7i~^j = ^) 



On a ainsi 



A-2 ^ /n -+- n, 

A3 S3 — ^3 



(mod4), 



k\=s n-^q\-\-\, 
A"', s n -i- r -f- [ , 
A3 = r 4- s -f- 1 



q\-^qz- s. 



(mod2). 
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176. Transformation S'^. 



[-1 o — 1^ 
o I o 
I o o ^ 



k' = 



o o 

1 

1 o 



— I 
o 

— I 



d'où 






— qi — q^^ 
1\ 



(mod4), 



k\. 
k\- 



= ^31 

q\ 



q\ 



E = o, 



d'où 



A = 7J. 



11 résulte des n®' 144 et 154 que Ton a, avec A = y^, 



N A N' 



1 1 


( I 


1 \ 


' 7 


3 


[ 2 


4 1 


5 


5 1 


6 


6 1 


I 4 


7 J 


[ 3 


8 1 


i 9 


9 - 


-I 10 



N 



e>i(a7')=A0k(:r). 



N' 



N 



lO 


— I 


8 


1 1 


— I 


23 


12 


— I 


ti4 


i3 




i3 


i4 




19 


i5 




li 


i6 




'7 


'7 




i8 


i8 




i6 



N' 



19 


I 


i5 


20 


— I 


21 


21 


— 1 


22 


22 




20 

• 


23 




35 


24 




36 


25 




25 


26 




3i 


27 




26 



(lD0d2). 



N 



N' 



28 


I 


a9 


29 


I 


3o 


3o 


I 


28 


3i 


1 


27 


32 


— I 


33 


33 


I 


34 


34 


— I 


32 


35 


I 


1 1 


36 


— 1 


12 



N 



N' 



N 



âr.x(x')=A2rv(x). 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



I 


1 


1 


8 


— i 


16 


i5 


— I 


24 


22 1 


i 4 


2 


1 


5 


9 


— 1 


2 


16 


— I 


21 


23 1 


27 


3 


— I 


17 


10 


I 


«9 


17 


— I 


25 


24 1 


1 6 


4 


I 


i3 


1 1 


— I 


14 


18 


I 


1 1 


2) 1 


r 3 


5 


— 1 


9 


12 


— I 


26 


»9 


I 


28 


26 1 


I 7 


6 


— i 


ij 


i3 


1 


22 


20 


— 1 


23 


27 - 


-I 20 


^1 
/ 


— I 


12 


14 


— i 


18 


21 


1 


8 


28 1 


1 10 



En vue du calcul de y), les quantités auxiliaires ont été calculées de manière à fournir 
la valeur de A, (1 = 1, 2, 3) selon le module 4; toutefois cette valeur de A7 n'est inscriie 
dans le Tableau que réduite selon le module 2, mais elle y figure en caractères plus gros si 
la réduction multiplie la fonction par — i, c'est-à-dire si, k'i étant égal à 1, la réduction est 
de dz 2. 7) est égal à — i si ces conditions se présentent pour une seule des quantités A/ 
ou pour toutes les trois; le nombre qui indique la nouvelle caractéristique est alors écrit 
lui-même en caractères plus gros. 



i36 



R. ÂLEZAIS. 



177. Transformation S^. 



k = 



''o o — i^ /'o o o*^ r ^ 1 ^o o o^ r'i O — I 

o I o 1^ — |o ~i o|<7'-hl— iL A:' = — o i o 1 <7 -h 1 o o o 
^i o I J ^o o oj L <^ J 1^0 o oj l^i o o 



d'où 



q'^ 






qi-^qz 



I, 



E = 



(mod4), 



(o o o"^ /'o o o' 

o I o q^ — 2 1 o — I o 
o o oj 1^0 o o^ 



99' 









93> 



9\ 



(mod2). 



— nt 



' I = ÇÎ-H2^î^, — 2^1- 



o 



Comme les q et les q' n'ont d'aulres valeurs que o et i, on peut, ici et dans 
les transformations suivantes, écrire 



qj = qu 



q? = q'i 



On a donc 



(1 = 1, 2, 3). 



Es — ^,-h 2^i^j (modS). 



D'après le n® 155, on a 



A = Tj — — e * 



si 



2 



«p'',a:* = — X«ir| 



«C' • • 



On(/) = AX«c«'^'-«^îe;v(a7). 



N 



N' 



N A N 



.»/ 



N 



N' 



N 



N' 



1 


-\-¥i 


i3 


V« 


2 




»9 


3 




i4 


4 


— 1-t 1 


>7 


5 




i8 


6 


V^3 


i6 


7 


— 1-4-1 


i5 


»'î 


8 


1—1 


21 


o 


— l-»-l 


22 



lO 


1—/ 

fi 


20 


II 


— 1 


35 


12 


— I 


36 


l3 


i 


25 


I4 


i 


3i 


i5 


i 


26 


i6 


i 


29 


»7 


i 


3o 


i8 


i 


28 



"9 


l 


27 


20 


l 


33 


21 


• 

— l 


34 


22 


m 

— l 


32 


23 


l 


1 1 



a4 — i 12 



25 



26 



2 



/ 



— i-t-i 

-1-1-/ 

• -i-f-i 



v'i 



7 
2 



28 


— i-i-f 

fi 


5 


'^9 


— 1-»-/ 


6 


fi 


3o 


— IH-I 


4 


3i 


-l-»-l 


3 


/« 


32 


1—1 


9 


33 


1-1 


10 


34 


— l-h/ 


8 


35 


I 


23 



36 



I 2(. 



N 



N' 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS H YPERFUCH SIENNES. 

N A N' N A N' 



i37 



I 


— i 


I 


2 


-n-/ 

v^ 


i4 


3 


1-/ 


26 


4 


— I 


22 


5 


1— 1 


l8 


6 


— I 


2.Î 



— l 21 



8 


1— # 


25 


9 


— i+i 


1 1 


•« 


10 


— I 


28 


11 


• 

— l 


23 


12 


m 

l 


8 


i3 


— I 


4 


i4 


• 

l 


V 



i5 


I 


6 


i6 


-i-f-i 


3 


17 


-i-t-i 


7 


vz 



i8 



( 20 



19 —I 

— H-i 



20 
21 






10 

5 
>7 



N 


A 


N 


22 


— I 


i3 


23 




9 


^4 


I 


i5 


25 


— iH-f 


vx 


26 


• 


iG 


27 


1— i 

/z 


2 



28 — I 19 



178. Transformation S^. 
I o o* 

9 



A: = I o o o 



o o I 



^o o o\ 

-0-1 o\q\ 

,0 o oj 



A:' = - 




I 





0" 


r« 1 





— I 





1'- 


— 1 








J 1 


L J 



d'où 




(mod4), 



*'. ^ ?'. , 



(mod2). 



d'où 

D'après le n° 156, 



''o 00^ j^o o 6\ 

E= — 2 —I ol^^'+lo I o |^'«= 29,^j4-5r',«, 

^o o oJ ^00 oJ 



E = ^Tj-^- 2^1^', (modS). 



A = ,) 



I t 



1C/E 



/ 



- — e 



cp7a?«=Xa?î. 



N 



N' 



N 



AN' N A N' 



N 



N 



u 



I 

2 

3 

4 
5 
6 

7 
8 

9 



— l-i 
-1-1 
~l-f 

—1—1 

— 1—1 
— I— I 

— 1—1 
-1-/ 
-1-1 

A. 



25 

3i 
26 

29 
3o 

28 

27 
33 

34 



10 ::^^ 32 



II 
12 
i3 

14 
i5 

16 

17 
18 



I II 



I 

— 1-1 

-i-< 

-i-i 

/« 

— 1-1 

Vl 
-1-1 

— I— I 



12 
I 

7 
2 



5 



19 


— 1 — i 


3 


20 


-H-* 


9 


^i 


21 


— 1-1 


10 


1^ 


22 


— 1— i 


8 


/« 


23 


I 


23 



•24 



24 



4 



25 — t i3 

26 — i J 9 

27 — i 14 



28 


— i 


ï7 


29 


— i 


18 


3o 


— i 


16 


3i 


— i 


IJ 


32 


— i 


21 


33 


— i 


22 


34 


— i 


20 


35 


i 


35 


36 


I 


36 



18 
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N 



N' 



N A N' N A N' 



N 



N^ 



I 


I 


I 


'2 


— 1—1 


93 


•i 


3 


— 1 — t 


8 


4 


I 


4 




— 1—/ 


27 


*^î 


6 


I 


6 


7 


-1-/ 


3 



8 


• 

— i 


7 


9 


-1—1 


20 


v^ 


lO 


1 


lO 


11 


—l—i 


5 


v^ 


12 


-1-t 


»7 


/î 


i3 


I 


]3 


i4 


— I—* 


9 



i5 


l 


15 


i6 


• 

— l 


ï2 


»7 


-1-i 


i6 


i8 


— 1— i 


2 


19 


I 


«9 


20 


• 

— l 


i4 


21 


■ 

— l 


26 



22 


I 


22 


23 


• 

— l 


18 


24 


I 


24 


25 


-l-« 


21 


26 


-1-1 


25 


V^ 


27 


• 

— { 


1 1 


28 


1 


28 



v« 



d'où 



179. Transformation S'^. 



r- - -1 

A: = I o I o I 




— i 
o 

2 



2 ^ j^o*^ j^o o — I^ 



^s 



A:i = — ^,— ^,— ^r4- y', -^ q\ 4- 2^'3, 
A-3= gi—qt-h q\ -+- 2^'4-f- ^',-h I \ 



(niod4), 



^^1 = y'i -+- ^ î 1 I (mod2). 



[I 2 -2^ f""^! 
~2 -I I J L 3 J 



*-^- 45'Wî— 4^Ws— ^^Wa-»- 6<7'i- 6(7V 



d'où 



D'après les n«» 14S et 157, 

A = TQe * , ç',a7*= o. 

N A N' N A N' 



(modS). 



N 



N' 



N 



A N' 



1 


I 


3 


2 


1 


2 


3 


I 


7 


4 


i— 1 


34 


5 




17 


6 


• 

— e 


23 


7 


I 


I 


8 


1 — i 


3o 


9 


1-1 


21 



10 


• 


24 


II 


— 1 


8 


12 


— 1 


4 


i3 


I 


i5 


i4 


I 


14 



10 


1 


19 


16 


— i-»-i 

fi 


10 


'7 


• 

i 


29 


18 


-n-< 


35 



19 


1 


i3 


20 


1-1 


6 


21 


• 

— l 


33 


22 


V1 


36 


23 


— l-KI 


20 


^ 


24 


— I-Ki 


16 


25 


1 


27 



>rt 



26 



27 



26 



3i 



28 


I 


22 


29 


— 1-4-* 




V^î 


J 


3o 


— 1— i 


1 1 


3i 


I 


25 


32 


— I 


18 


33 


— 14-1 


9 


34 


-1—/ 


12 


35 


1-hi 


32 


36 


— 1— i 


28 



fi 



SUR UNE CLASSE DB FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES. 



l39 



N 



N' 



1 


I 


i 


>. 




8 


3 


l-i 

•5 


12 


4 


— c 


2 


5 


1-1 
-i-i 


i4 






3r.N(a?') = A&:v(a:). 



N 



N' 



8 
9 

10 

II 



— 1— f 

* 

— i 
I 

— l-Hf 



4 

a4 

ï9 



12 — l 21 



Vî 



i3 
i4 



— l 



11 

23 



N 



N' 



i5 


1 


25 


i6 


— l 


i8 


«7 


• 

— l 


i3 


i8 


1-/ 


6 


19 


I 


28 


20 


— I 


26 


O I 


-n-/- 


% 



N 



A N' 



/t 



22 


— 1— « 


20 


23 




5 


2i 


t-i 


7 


25 




•^7 


26 


l-i 


22 


a? 




1 J 


28 


I 


10 



180. Transformation S^. 



[o o o^ T' ^ ~~0 

O l O j Ç -f-l 2 O — I I ^'. 
o O o) L' o ^ } 



d'où 



29^1— grj-t- 2^,-^,-5^,4-1, 

^1 -+- S'j -H ^'s— q\ — 9î -+- ^S'i 



(mod4), 






^'i 



^i, 



9\ 



E = 




y* — 2 



O 
O 
O 




I 


o 


I " 




O 





o 


^'»-h2 


I 


o 


— 2. 






^-2 



(modi). 



(•']• 



= ql—'^qtq\ -4- a^i^'',— 2<7j^; 4- ^i* -4- 2^', ^i — 2^',^ — 2^j H- 10^; — Sq'^, 



d'où 



EsS^r'i — 2^', — 5^1— 2^,5r'j-+-2<7i^', — 2<7,^'3-+-2ç'j<7', (mod8;. 



D'après le n^ 158, 



A = Ti 



— 1 -4- l 



i;/E 



^ 



= — e 



(Pj«i = -X«.rî, 



i4o 



R. ALEZAIS» 



N 



N' 



1 


— l-HI 


i5 


y/~^ 


2 


— l-hi 


14 


A 


3 


— H-i 


19 


4 


— i 


10 


5 


— \—i 


29 


6 


m 

— l 


35 


7 


-H-i 


i3 


8 


■ 

l 


G 


9 


— 1-/ 


33 



N 



N' 



N A N' N A N' 



iO 


• 


36 


II 


1-1 


20 


12 


1-1 


16 


i3 


• 


^7 


14 


• 


26 


i5 


■ 


3i 


16 


m 

l 


22 


>7 


— 1—1 


5 


•« 


18 


1—1 


II 



19 

20 
21 
22 
23 

25 
26 



t+l 


f* 


1— i 


v^ 


1+/ 


r* 


— 1—1 


A 


— 1-+-* 


i^i 


-1-+-1 


v^î 


-l-»-i 



25 

18 

9 
12 

32 

28 

3 



ax(y ) = A X«e«^X»xî âr;,(a.). 

N A N' N A N' 



181. Transformation S^. 



N 



N' 



28 


• 


34 


29 


• 

— i 


"7 


3o 




23 


3i 


— l-Ki 

*/5 


I 


32 


• 

— l 


3o 


33 


• 


21 


34 


1-f-î 


î4 


35 


I 


8 


36 


I 


4 



N 



N' 



I 


— 1 


i 


8 


l-Kl 

y/i 


t3 


i5 


1-1 


7 


22 


1 


2 


2 


• 

i 


n 


9 


i 


6 


16 


• 


27 


23 


• 

— l 


14 


3 




21 


10 


— I 


28 


17 


• 


22 


24 


l-l-l 


iG 


4 




II 


II 


• 

— i 


26 


18 


1— i 


i5 


25 


• 

l 


9 


5 


H-f 

A" 


23 


12 




3 


19 


— I 


10 


26 


-H-i 


4 


6 


I 


25 


i3 




20 


20 


• 


8 


27 




24 


7 


• 

— i 


18 


14 


-l-i 


5 


21 


— t 


12 


28 


— I 


<9 



A: = 



I 
o 
o 



ï o 



o o \q-\ -1 — 



Â' = — o 





-:■ ;)'-(-:■) 



d'où 
X, 



9-1 — ?i + y'i + »?!-♦- ?j-t-i, 

q\ + ^, H- a?',, 

a?j -+-?»-+- ag't + ?» + /j + « 



?'i. 



(mod4), 



*» = ?«-<- ?'«-'-?«-+-?»+ 1. } (modî), 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES. l4l 

et 

E = 



f' "' '1 f"' ' "1 f^'l 

1^0 a oj t, I —a I J L — 3j 



d'où 

E ^ê^q\ -h q\-'q\-^'^qi{q\ + <7 1 H" ^ Ç' s ) "^ ^ ^'i ( ^ î ^- ^ 3 ) -*" 4/,<73 (modS). 

D'après le n« 159, 

N A N' N A N' N A N' N A N' 



l 


— 1—/ 

•5 


27 


2 


— 1— i 


26 


3 


— 1— i 


3i 


4 


-\ — i 


22 


yft 


5 


I 


5 


6 


£ 


II 




-l-i 


25 


7 


l^« 


8 




i8 


9 


I 


9 



N 



I 


I 


I 


2 


— 1—1 


26 


3 


I 


3 


4 


-l-i 


20 


^î 


5 


1 


5 


6 


l-i 


7 



10 


• 

— i 


12 


II 


- l-Tl 

fi 


32 


12 


fi 


28 


i3 


— 1— i 


3 


14 


— l-i 


2 


V^ 


i5 


-l-i 


7 


i6 


— I 


34 


17 


1 
-1+i 


17 

o1 





-l-i 


1 


'9 


V'i 


20 


— I 


3o 


21 


I 


21 


22 


-l + i 


^i 


23 


l 


8 


24 


1 


4 


25 


■ 

— i 


i5 


26 


• 

— i 


i4 



fi 



a; — i 19 



8 


— 1 — i 


22 


V^« 


9 


• 


22 


10 


l 


10 


1 1 


— I 


8 



12 I 12 

13 —I 2 

7 —I 27 i4 I 14 



i5 


1-4-1 


16 


lO 


-l-i 


9 


17 


— l 


4 


18 


l-i 


24 


19 


I 


'9 


20 


-l-i 


17 


21 


I 


21 



28 


l-»-i 


10 


29 


1 


29 


3o 


H-i 


35 


3i 


• 

— l 


i3 


32 


l-hi 


G 


33 


I 


33 


34 


1-hi 


36 


35 


— 1-hi 


20 


36 


— 1-4-i 


16 



V'i 



N' N A N' N A N' N A N' 



22 


l-i 


II 


23 


I 


23 


24 


— I 


25 


25 


-l-i 


18 


26 


1—1 


i3 


27 


-l-i 


6 


28 


l 


28 



l42 



R. ALEZÂIS. 



182. Transformation S3. 



A = 



-I 


— % 


— 1 







î 





^- 


1 


I 


. 





i : ::)'■"(:)• 



*'= 



O — I 

— I \ — I 

1 o — I 



q\ 



d'où 



Al = — çi H- a^i— 9»+ y'i— 9t — ay', +1, 

kt= qt— t(x-¥ %cft, 

X-, = çt -H yj -t- y', — ç', -+- 9', 



(mod4). 









1\ 



?'.. 



(moda). 



E = 



— 2 I I 
ï o —2 
I —2 I 



''o^ 



^'«-2 



o 
3J 



ç'= — î^g'i* -+- y? -+- ^^Wî + ^ î'W» - 4^W8 ~ «^» » 



d'où 



E =— i,q\ H- S^'j -i- agr'j ^; -h iq\ ç, 4- 4/î q\ ( modS ). 



D'après les n^» 146 et 160, 



A = 



7)C * , 



Çja?*= o. 



6:^(3?*) = AeJCar). 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



1 I 

2 I 
3 



4 



2 



7 
8 



I 
i 

-i-f-i 
I 



1— <• 



I 
35 

32 

18 

7 
36 

28 



10 


1-1 


22 


II 


— 1—/ 


33 


12 




29 


i3 


I 


14 


14 


I 


i5 


i5 


I 


i3 


16 


— 1-»-/ 


II 


'7 


1—1 


8 


18 


• 


3o 



19 ï 



19 



— 1-hi 



^IJ 


•î 


1 £ 


21 


-H-i 


4 


22 


• 


34 


23 


— I 


9 


•24 


— I 


m 


25 


I 


26 


26 


1 


27 


27 


I 


25 



28 ^^ 23 



•î 



29 

3o 
3i 

32 

33 

34 
35 
36 



I 
I 

1-1 



20 

6 
3i 
24 

16 
10 
21 

17 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES. 



143 



3rK(a?«) = A3r;,(ar). 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N 



jf 



N A N' 



I 


I 


I 


8 


1-1 

fi 


17 


i5 


1-+-/ 


21 


22 


1 -i 

fi 


14 


•2 


V 

— l 


6 


9 


t-i 

fi 


18 


16 


-1—1 

fi 


i3 


23 


I 


7 


3 


fi 


20 


10 


1 


19 


ï7 


1— 1 


26 


24 


1 


3 


4 


-1-/ 

1^ 


23 


II 


l-i 

fi 


i5 


18 




27 


25 


• 

— l 


22 


5 


-1-»-* 

•5 


16 


12 


— 1-4-1 

fi 


2 


ï9 


I 


28 


26 


m 

l 


8 


6 


1—/ 

fi 


12 


• 

i3 


I 


5 


20 


-1-/ 

fi. 


a4 


27 


t — i 

fi 


9 


7 


-t + i 


4 


14 


-1-4-i 


25 


21 


1 


II 


28 


I 


10 



fi . 



i 83. Transformation S J . 



k = 



[: :' : ]'-( :' :; :;]'"(:;]■ 



k' = — 



O I O 1^ 4-1 I O — 2 ly', 



d'où 



^î^Çî-+-a^'i-+-^i-t-^8 — ', [ (mod4), 



^', = ^1 -i-y',, } (mod2). 



(o o o^ ^020^ ^10 — 2^ r ^ ^ r — ^1 
o I oly'— 2|o — I olç^'+l 000 l^'*-H2| — I 1^ — 21 O I 
O O oj t^O —I o) 1^ — 2 OlJ \ O ) L^J 



d'où 



E s— ^,-h 3^', -i- 3^'j -H 2^,(29'j -i- ^, -+- ^',) -h 4/1 q'i (modS). 



D'après le n<> 161, 



IC/E 



A = Tj — — — e * , «p;a?« = — X*x| 

V2 



i44 



R. ALEZAIS. 



N 



N' 



1 


-1-+-/ 


14 


•?. 


-i-hi 


i5 


3 


-1-+-I 

/i 


i3 


4 


V 

— l 


1 1 


5 


l 


8 


6 


-l-i 


3o 




-l + i 


>9 



8 — « 12 



N 



N' 



1 


— I 


I 


•h 


• 

— l 


i5 


3 


m 

l 


1 


4 


— I 


5 


5 


• 

— l 


25 


6 


yTt 


21 


7 


1-/ 


i3 



N A N' N A N' 



10 


l-f-i 


34 


1 1 


l 


9 


12 


l 


5 


i3 




26 


i4 


m 

l 


27 


i5 


• 

l 


25 


i6 


l-i 


23 


17 


• 

l 


20 


i8 


-l-i 


6 



«9 


a 


3i 


20 


l-i 


24 


21 


— l 


i6 


22 


1-f-l 


10 


23 


— l-4-i 


21 


yTt 


a4 


l-i 


17 


25 


— l + i 


2 


26 


-l-4-i 


3 


27 


-14-i 


1 


/: 



N A N' N A N' 



V^« 



184. Transformation Sj, 



A: = 



8 


• 


26 


9 


-l-i 


27 


v^i 


lO 


— I 


28 


II 


l-i 


24 


12 


■ 


i r 


i3 


— l-f-i 


i4 


i4 


• 


7 



i5 
i6 

17 

18 

19 
20 

21 



I 

L±i 

— I— i 
-l-i 

— I 
l-4-i 



3 

22 
8 

9 
10 

6 

20 



N 



N' 



28 


-l-i 


35 


29 


• 

— l 


32 


3o 


l 


18 


3i 


— l-f-i 


/ 


32 


H-i 


36 


33 


• 

l 


28 


34 


— l 


22 


35 


l-f-i 

yft 


33 


36 


l-f-i 


29 



N 



N' 



22 


l-»-i 


23 


23 


V 

l 


16 


24 


— H-i 


12 


25 


• 


4 


26 


-l-i 


17 


27 


• 

4 


18 



28 — I 19 



A:' = - 




3"(-".)' 

t)'-(:1> 



d'où 



A-3 



^g'i + 9'»-'- 



91 — 9% 



9\y 



qu 



-9\-^ 



l\ — q\ » 



(;inod4)t 



= ^«-^^3-+- 



2^1 



2 y'. 



y's 



-+- <7 a -H 1 



A^3 



(mod2), 



?'. 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HYPERFUCnSIENNES. l/|5 



et 



E= — alo — I olçy'-hl — 
to I oj t « 




= - '^q\q\ -^-^qtq'x — '^qiq\ + q'} - ay', q\ -+- ay\ ^'3 -h q}—'i-q\q\—'>^qi ^ ('>7ïi 

d'où 

E s gr', -+- ^; -H 49', — 271(7', — q\ -+- ^s ) ~ 27V 7's — ^'5 ) — '^q\ q\ (modS). 

D'après le n° 162, 

N A N' N A N' N A N' N A ^' 



• 


— 1—1 


9.6 


10 


1 


10 


'9 


-l-i 


7 


28 


H-i 


1 1 


1 


/« 


V^î 


■ 1 


-l-i 


27 


II 


l-i 


21 


20 


l-i 


3G 


^'9 


— 1— i 


A\ 


2 


l^î 


yf'^ 


8 


3 


-l-i 


25 


12 


— 1-»-/ 


17 


21 


1 


28 


3o 


1 


3o 


4 


• 


23 


i3 


-l-i 


2 


22 


I 


22 


3i 


• 

— i 


»î) 


5 


— l-i 


20 


14 


-l-i 


3 


23 


l-4-i 


33 


32 


-l-i 


1 '1 


*^« 




6 


I 


6 


i5 


-1 — i 


I 


24 


1 + i 


î»9 


33 


-1 — i 


4 


"1 


— 1— i 


3i 


16 


l-i 


35 


25 


■ 

— l 


14 


34 


I 


34 


7 


v^i 


8 


• 


24 


17 


1 


32 


26 


m 

— l 


i5 


35 


— I 


9 


Q 


— 1—1 


16 


18 


I 


18 


27 


9 

— l 


i3 


3G 


— I 


'i 



N A N' N A N' N A N' N A .%' 



2 — i '-â-i 

« —l-i .. 



xJ 


v^t 


1 1 


4 


1— i 


14 


5 


— l-i 


7 


6 


1 


3 


1 


-l4-i 

A. 


22 



III 818 -15 -^ 12 

919 16 =^ 4 



10 I 10 »7 * 17 

— 1 -»- i ^ 



1 1 


v^« 


\J 


12 


— 1 


20 


i3 


-l-i 


23 


14 


— I 


16 



1~ 



22 


I 


5 


23 


— 1— i 


25 


24 


— 1— i 


21 



18 I 18 25 — * i3 



19 I 19 26 I '26 

20 ; l5 27 I 27 



21 -^ 2 28 I -28 



'9 



i4(3 



R. ÂLEZAIS. 



185. Transformation S'^. 



I ol^r — lo o ol^r' 

1 o o J (^ 2 o — ij 

[I o 2^ ^ o o 2^ 

o o ol^r-hl o 1 ol^'- 

— I o ij l^ — 1 o l} 




n 

o 

4j 



d'où 



Al ==-: — y , — ^j -f- q\ + q\ -!- 



(mod4), 



k\: 



<7i» 1 



(mod2>. 



E = 



( — 9. O —1^ t — 3 o o ^ r~"'^ ^ 

o o o ly*— 21 o ô o ly^'+l o o 
— I o — 2J \o o — 3J \i o 




= — 2^î - - 271 ^s— xq\ 4-6^1 ^'1 -+- ^qzq\ — \q'J^ -I- 4^'i <7s - 1^?-+- 12^3 -h 87', — l6<7v 



d'où 



E = 2( — 71 + ^3-+- '^y'i -t- 2<7j — ^i ^3— 91 y'i — 73<78 -^ ^y'i ^3) (mod 8) 



J*ai donné la valeur de [JL4 au n° 149, et celle de ©'4^^ au n° 163; d'après ce 
dernier numéro, 



A = Tj e * . 



^— -îTl 9'j x« ... 



N 


A 


N' 


N 


A 


N' 


IV 


A 


N' 


!V 


A 


N' 


I 


t 


( 


10 


• 

i 


4 


>9 


• 

— i 


20 


28 


— I 


26 


2 


• 


10 


II 


I 


II 


20 


m 

— l 


17 


29 


— I 


3i 


3 


• 


9 


12 


— I 


36 


21 


m 

l 


18 


3o 


— I 


.27 


4 


— I 


2 


j3 


I 


i3 


22 


— i 


16 


3i 


• 


32 


5 


— I 




14 


• 

— i 


22 


23 


I 


23 


32 


• 


29 


6 


— I 


3 


15 


• 


21 


24 


— I 


12 


33 


• 

— i 


3o 


7 


— i 


8 


16 


— I 


14 


25 


I 


25 


34 


t 


28 


8 


— i 


5 


17 


— I 


ï9 


26 


• 

— i 


34 


35 


1 


35 


9 


— i 


6 


]8 


— I 


i5 


27 


— i 


33 


36 


] 


24 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS IlYPERFUCIISIENNES. 



1/17 






JA* 



N A N' 



N A N' 



N A N' 



i86. Transformation S], 



d'où 



N A N' 



I 


I 


I 


8 


I 


8 


i5 


• 


i3 


22 


— I 


>9 


2 


— i 


9 


9 


— I 


5 


16 


I 


iG 


23 


— 1 


20 


3 


1 


3 


10 


• 


i5 


17 


I 


17 


•24 


— l 


22 


4 


— I 


28 


1 1 


1 


18 


18 


— 1 


14 


25 


1 


25 


5 


I 


2 


12 


I 


12 


«9 


• 

— i 


24 


26 


I 


2G 


6 


• 

— i 


4 


i3 


— I 


IQ 


20 


— 1 


27 


27 


I 


23 


7 


I 


7 


14 


— I 


II 


21 


I 


21 


28 


• 


(» 



[O O — l^ #*! O — 2^ r * 1 

:: :r[:-: irhl 

— 10 1^ ^ — 202^ ^4^ 

o I o |y-i-| o o oly'— loi, 

— 2 O — ij L~2 O o) K^ J 



Al 
A3 



— Çi—q\ 4-2934-2, 
9i-+-yj — y'i — y8-+-2 



(mod4), 



E = 



-2 o — I ^ 
I o I 

- I o — 2 J 



9«-2 



-3 O o > (~^ ^ 

o —I o I ^9^4-1 o o 

o o — 3J 1^2 



k\^ 
k\^ 



2 

o 
-4 



7I 
7î 



7j 



•) 



(mod2). 




7-2 




d'où 

f£ s 29, — 91 — i^s -h 4 9', -h 4 73 — 291 93 — 29, q\ H- 2717', — 2^8 9'j -h 4 9', q\ ( mod 8 ). 

D'après le n*' 164 (où se trouve aussi la valeur de ^4^^), on a 



A = r^ — 7=r- e 

/2 



.. TC/E 



i48 



R. ALEZAIS. 



o,.(^-)=A-^- e^-cp). 



N A N' 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



I 


— t-^î 


i3 


v^« 


'2 




22 


3 


— 1— « 


21 


^r* 


4 


1 -1 


l4 


'5 


1—/ 


«9 


(i 


1—1 


i5 


7 




20 


8 


1-»-/ 


ï7 



9 ^ '8 



10 — -— l6 

11 — 1 23 



12 I 



i3 



i4 
§5 
i6 

»7 
i8 



— i 



— i 



— i 



v'î 



12 
25 

34 
33 

26 

3i 

27 



19 — 1 32 

20 I 29 

21 — I 3o 



22 



23 


I 


24 


I 


25 


— I-+-I 


/i 


26 


— \—i 


yft 


27 


1-4-/ 



28 



35 



24 



10 



28 


1— 1 


2 


29 


\-i 


7 


3o 


\-i 


3 


3i 


H-i 


8 


32 


— 1— 1 


5 


33 




6 


34 




4 



35 — I II 



36 



36 






N 



N 



w 



N 



N' 



N 



1 


— I 


I 


2 


1— * 


18 


3 


— 1-^/ 


12 


v'i 


4 


l 


10 


5 


1—/ 


II 


6 


• 


i3 



16 



8 


-1-4-1 


«7 


9 


i—i 


14 



10 



12 



i3 



94 



II — « 27 



21 



19 



i4 — i 20 



N' 



i5 


• 

— i 


22 


16 




25 


ï7 


— i-hi 


26 


18 


• 


23 


«9 


l 


6 


20 


1-1 


9 


21 


1—/ 


3 



N 



N' 



^i 



22 


I 


28 


23 


1— i 

%^5 


2 


24 


• 

l 


4 


25 


1—/ 


/ 


26 


• 

— l 


8 


27 


i-i 


5 


28 


— l 


i5 



187, Transformation S". 



A- = 



100^ r^ ^ ~'i r^i 

o o ol<7 — | o —I o l9''-^|o|, 

OOlJ l^--I o 1 ) 1^2 J 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES. 



i^D 



el 



A' = — 



-2 O — I^ j"-2 O O ^ r ^ 1 

o I O Lh- o - I O W-\ -M' 
-I O — ij (^ o o — aj L 4 J 



d'où 



^3^ 



= 7i-+- 



2 5r', 



y'.. 



= ^8-t-yi-+- 



E = 



^ — 2 O — I ^ 

O O O I 

.— » O — 2J 



9' 



S'a 



^^', 



o 



(mod4), 



2 






(inod2), 



o o ^ #^-4 02^ r'-e^ r'-i^ 

— 1 o lyy'^-l o I o 1^'*^-^. I o 1^ — ^'1 o I 

o -3J L 2 O -J L-eJ L-4J 



=— 2^}— 29,y,~2çr|4-6y,^\-4-25r,<7',4-6ys<7'3— 4<7?-^49^W3— 4^?-^yj* — i^'^i— 12^3-^8<7;^ 
d'où 

E = 2^i-4-27,+ 49', -h<7', -4-4^3— 29193— 2^iy'i-h2 9,y', — 2<3r,y3-l-4y'i7', (modS). 
D'après le n** 165 (où se trouve aussi l'expression ^1^^^) 

A = 7J — -— <? * . 

/2 



N 



N' 






N 



N' 



N 



N' 



I 


— 1— i 


25 


10 


1—/ 


28 


19 


-1-4-1 


8 


•i 


2 




34 


II 


— I 


35 


20 


-1-4-1 


5 


3 


— 1-4-1 


33 


12 


— I 


24 


21 


I—i 

y/» 


6 


4 


I-+-I 

/» 


26 


i3 


-1— 1 


I 


22 


-!-»-« 


4 


y/i 




l-4-t 


3i 


14 


i—i 

y/t 


10 


23 


-^ i 


1 1 


6 


1-4-1 


27 


i5 




9 


24 


1 


36 


/ 


1—1 


32 


16 


1-4-* 


2 


25 


— i 


i3 


8 


— l-4-i 


29 


'7 


1-4-1 


7 


26 


— I 


22 


9 


-1-4-1 


3o 


18 


1-4-/ 


3 


^7 


I 


21 



N 



A N' 



28 


• 


(4 


•^'9 


■ 


>9 


3o 


m 

l 


i5 


3i 


— I 


20 


32 


I 


«7 


33 


— I . 


18 


3i 


— 1 


16 


35 


I 


23 


36 


— I 


12 



i5o 



R. ALEZAIS. 






Kv 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



1 


I 


I 


'À 


— I— / 


27 


v^« 


i 


l-»-i 

/i 


21 


4 


— I 


«9 


5 




20 


6 


• 

— « 


22 


F" 


- 1 — / 


25 


/ 


V'i 



8 


• 

— i 


26 


9 




23 


10 


• 

— i 


6 


1 1 


1-»-/ 


9 


12 




3 


i3 


— 1 


28 


14 


i-«-i 

y 


a 



i5 


• 

i 


4 


j6 


• 


7 


î7 




8 


18 


-1-/ 


5 


v^t 


iq 




i5 



20 



18 



V^2 



21 — l 12 



188. Transformation S^. 



d'où 



N A N' 



22 — 1 10 



23 — * II 



«4 



I— 10 O ^ #^00 0^ 

1 O 2 ly — j O I O ^\ 

o o — I J ^o o o J 

'-( :' :: l'hi : ;" :.]'-[:;)■ 



Aj = — 73 



y'i, 



(mod4), 



Ai 



91 
y» 






^'1 



^1^ 
1, 



.( 



E = 



(3 o 3^ 
o o o I 
3 o 3J 



<jr' — 2 



o o o^ fo o o^ 

2 — I il qq'-h I o I o I ç'^ 
o o oj ^o o oj 



= 3^}-H6<7,73-i-3yî— 49,9i-h2^,^; — a^^a^t-^-Ç^iS 



d'où 



i3 



25 


1-*-! 


If) 


26 




«7 


^7 




14 


28 


• 

f 


24 



( mod 2 )f 



E = 3^,-+-3^,-+-/,— 2^,73 -+-2(2y,-+-<7,— 73)7; (mod 8). 



J'ai donné la valeur de [jl au n** 149, celle de «Ps^^ au n° 166; on a d'après ce 
dernier numéro 



A = r, 



i-i ^4^ 



/â 
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l5l 



N 



y 



I ^ 3o 

2 —I 24 



4 


1 — • 


28 


5 


— 1—/ 


25 


6 


-i-i 


^9 


7 


H-i 


21 


8 


I 


8 






N 



N' 



9 — « n 



10 


i-f-i 


11 


II 


1—1 


3i 


12 


1-4-/ 


22 


i3 


— 1-/ 


6 


v^i 


14 




36 


i5 


1 


i5 


16 


— 1 — 1 


4 


17 


__!_/ 


1 


v-i 


18 


— 1— i 


5 


v'« 



N 



N' 



»9 


— I 


33 


20 


I 


20 


21 




23 



22 — I 26 



23 — i 7 
25 — t 18 



26 12 

27 I 27 



N' 



28 — i 16 



29 — i i3 

30 — i 17 



— I— / 



^ 1 


*'î 


\9 


32 


I 


32 


33 




35 


34 


— 1 — / 


2 


35 




«9 


36 


— l 


10 



N 



N' 



1 — I I 

2 I 10 

3 - - 1 3 

4 -I 4 



5 

6 



— 1— /• 

— 1-4-/ 
t 



26 
23 

20 






N 



N' 



8 



-^.4 



1-1 
9 -19 



10 
1 1 
12 



— 1—1 
— I 



16 

19 
12 



i3 —I i3 



14 



8 



î^5 



N 



19 



N 



•/ 



i5 i 5 

16 — -- 2 

17 I 6 

18 —1 18 



2J 



20 — — 28 

21 — I 21 



N 



N' 



22 


— i 


22 


23 


1 + 1 


'7 


M 


— 1 — / 


14 


V* 


23 


— 1 — / 


il 


v^i 


26 


— 1— « 


i5 


>^2 


'>'7 


— i 


^7 


28 


-1-/ 


7 


V"! 



189. Transformation Sj. 



A- = 



(I 01^ 
. -, -. 
— 10 o J 



k' = 



^ — I 2 I ^ f o — I i^ T""*! 

— —I o — 2I^-h| O —I ol^'— I O L 

^>_2 I — ij 1^— I —2 ij L— ij 



d'où 



^1 = 7»-^ <73» 



(mod4), 



k\^q, 
k!^^ql-^-ql 



q^- 



q\ 



-h 7 :i -M 



<l\ 



+ 7-1-4-1 



(inod2). 



l52 



R. ALEZAIS. 



et 




d'où 



D'après le n« 167, 



y«=2^,y,-H4y,^j-i-3yî, 



E ^Zçz-h'iqiÇi-h àÇtÇi (mod8). 



TZiE 



ex(/') = A^-f e5.(*). 

f*6 



N 



A N' 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



I 


I 


6 


lO 


-1-4-1 

y/i 


26 


'9 


1-1 


9 


28 


I 


28 


2 


— I 


36 


II 


m 

l 


7 


20 


— l 


32 


^9 


1 


25 


} 


— i-f-/ 


i5 


12 


-l-f-i 


34 


21 




35 


3o 


I 


^9 


4 


1 


4 


i3 


I 


i8 


22 


1—1 


2 


3i 


— I 


21 


n 


1 


1 


i4 


— 1— / 


12 


23 


H-i 


>9 


32 


\—i 


8 


J 


v^ 


(> 


i 


^ 

D 


i5 


• 

l 


27 


24 


— l 


lO 


33 


l-i 


1 1 


7 


1 — 1 

y/i 


33 


i6 


1 


i6 


25 


I 


3o 


34 


I 


i4 


8 


— l-»-i 


20 


>7 


1 


i3 


26 


l-i 


•24 


35 


-H-i 


3i 


J'V 


I 


23 


i8 


I 


17 


a" 


-l-f-/ 


3 


36 




22 


9 


v'i 



(1$ 



N 



N 



î» 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



l 


— 1 


l 


8 


l-i 

fi 


6 


15 


l-»-i 


i4 


22 


— 1 


4 


2 


1 


19 


9 


— H-i 


i8 


i6 


— 1 


11 


23 


i 


26 


3 


-H-i 


12 


lO 


• 


25 


1/ 


— I 


15 


24 


-l-f-i 


23 


*'« 




4 


— i 


i3 


II 


— l-i 


2« 


i8 


• 

— l 


^7 


25 


-H-i 


o/\ 


v^i 


^vv 


5 


l-i 


8 


12 


* 


21 


19 


— l-i 


7 


26 


l-^-i 

fi 


24 


fi 


6 


— i 


5 


i3 


— i 


22 


20 


l-i 

v/5 


lO 


27 


— 1-4-i 

fi 


9 


7 


l-i 


2 


M 


1— i 


17 


21 


l-i 


3 


28 


-1-4-i 

fi 


i6 
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190. Transformation S^. 

2 -1 I U— |o I oL'-i-l— il, 

— I o — ij l^oooj L<>J 

"=-U :;::H:!_{:H:j 



d'où 



Ass29i — ^,-1-^3— ^1 — I, / (inod4), Ar'i^^i + ^îH-ys, \ (modî). 

A3S— y,— ^3 ) k'^^qi-\-qt-\'q\^q\ 



[3 — I o^ J^o o o ^ 

o \ 0} l^o o o } 




d'où 

E = ^j-4-3y,-h29r3~2^,yt-4-2yiy8— 2(^1— 9^1— 98)^1 (modS). 

Diaprés le n° 168, 

A = r, — -* e ♦ . 

/2 

N A N' N A N' N A N' N A N' 



I 


— i-f-i 


18 


*^ 


2 


I 


12 


3 


— 1—1 


27 


4 


— 1+« 


16 


5 


— i+i 


i3 


fi 


6 


— \ + i 


ï7 



N 


A 


N' 


10 


— i 


2 


II 


— 1 — i 


IQ 



7 * 9 





/i 


•^ 


12 


i 


10 


i3 


i 


3o 


14 


fi 


24 


i5 


—1—1 


3 


16 


■ 

i 


28 


ï7 


• 


25 


18 


{ 


29 



N 


A 


N' 


19 


— i 


21 


20 




8 


21 




II 


22 


■ 

i 


14 


23 




3i 


24 


-1-/ 


22 


25 


— 1-t-l 


6 



1^ 



8 ^' 32 17 » 25 26 *-^ 36 

9 ï 35 18 i 29 27 — i i5 
A. 



28 




4 


29 


— l-4-i 


i 


v^ 


3o 




5 


3i 


• 


33 


32 


• 

l 


20 


33 


— H-i 


23 


34 


• 


26 


35 


"i 


7 


36 


l-i 


34 



20 
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Ils 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



N A N' 



I 


I 


i 


2 


— I 


28 


3 


- l — i 


21 


^i 


4 


I 


22 


5 


• 

i 


ï7 


6 




i4 


7 


• 

— l 


II 



8 


l-i 


i5 


i5 


-1-+-I 


23 


22 


I 


i3 


9 


1-4-1 


27 


i6 


• 

— l 


20 


23 


— i 


8 


lO 


t-l-l 


7 


17 


— I 


24 


24 




l 


5 


II 


1-4-1 


ro 


i8 


1-4-1 


9 


25 


— i 


2 


12 


1-»-* 


3 


ï9 


1— i 


i6 


26 


— 1 -i 


6 


i3 


I 


4 


20 


— 1+« 


19 


27 


• 

— f 


i8 


i4 


• 

l 


26 


21 


• 

l 


12 


28 


— i 


25 



191. Transformation S^. 



( — 10 o ^ r'o o o^ 
2 O I I? — I O I O l^', 
O O — ij 1^0 o oj 



d'où 



-9> 






(mod4), 



*'. 


= 


71 


-4- 


^'l 


-+- 


9\ 


-Hl, 


*; 


== 


7i 


-h 


9% 


-h 


y» 


+ 


q't 


A', 


s 


<7i 


-i- 


7ï 


-+- 


73 


-h 


7i 



-h I 



(mod2). 



E 



(3 o o^ 
o o o 1^' — 
o o o J 




o ^ ^o o o^ 

— I l^^'-H I o I o\q'^ 
o } l^o o oJ 



^q\-^qxq't^^qtq't-hiqiq\-^q'f. 



— «jy, 



1» ^ 
OU 



Es37i-|-y;— 2(^1— ^,— ^a)7i (mod8). 



J'ai donné la valeur de \k^ au n^ 149 et celle de o^x^ au n^ 169; on a, d'après ce 
dernier numéro, 



A=T) 



— I — i 



TClE 



v/5 
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N 



N' 



I 




28 


2 


1 


2 


3 


-l-i 


22 


4 


— 1-1 

i/5 


3o 


5 


— 1— i 


«9 


6 


—1 — 1 


25 


/ 


I 


36 


8 


-l-l 


19 


9 


I 


9 



N 



N' 



I — I 



2 — I 



3 


i-hj 


4 


— I 


5 


— I 


6 


-1-i 


/î 




-1—1 


7 


Ji 



i4 

4 

'9 

i8 

24 





eN(a?'') = A- 






N 


A 


N' 


N 


A 


N' 


10 


I 


23 


«9 


l-*-i 


12 


II 


l-»-i 

yTt 


i5 


20 


— I 


3i 


12 


m 

l 


8 


21 


f 


21 


i3 


-t-i 


4 


22 


i-hi 


35 


»^« 


i4 


I 


i4 


23 


1-/ 

v/5 


27 


i5 


— I 


34 


^4 


l-hi 


20 


i6 


-1-* 


6 


25 


— l 


i6 


17 


— ï— « 


5 


26 


I 


26 


•î 


i8 


— 1-i 


I 


27 


H-i 


10 



v^ 



fi 



&x(x") = a1— ^&Si(^). 



1^6 



N 



N' 



N 



N' 



8 


— I 


8 


9 


l-»-i 


7 


10 


— 1 — i 


12 


*^1 


II 


— 1 


11 


12 


I 


23 



i3 —I i3 



i5 


— 1 -t-» 


27 


i6 


1-i 


6 


17 


— I 


17 


i8 


I 


i6 


19 


— H-i 


21 


^'î 


20 


— 1 


20 



i4 






28 



21 



— 1-i 



vTi 



192. Transformation S^. 



N 



N' 



28 — i 18 



29 - « 17 

30 -t i3 



3i 


— H-i 


24 


fi 


32 


H-i 


7 


33 


I 


33 


34 


-l-»-i 


II 


35 


• 


3 


36 


1 — i 


32 



N 



N' 



22 


— I 


22 


23 


1 -i 

fi 


10 


24 


— i 


9 


25 


— I 


15 


26 


— I 


26 


27 


— 1— i 


kS 


28 


— i 


3 



X: = 



[--•,-: \\- "=-(:::,:;)'"[:, :;:)'-(:')• 



d'où 






(mod4), 



k". 


■== 


9i 


•+• 


9» 


-+- 


9s 


*; 


— 


^3 


-h 


q\ 


1 




*■'. 


^= 


9t 


-+- 


Çi 


-t- 


q\ 



-+-9»-+-y'3-»-»» 



(mod2), 



7'. 



9. 



i56 



R. ALEZAIS. 



et 



d'où 



(323^ 
2 O I l^« = 
3 I 3J 



3q\-^^qiqi'h6çiqi-h!iqtgz-*'^qh 



£5391 + 3^3+491^9—291^8+29)^3 (modS , 



D'après le n« 170, 



ICiE 
A = Tje * . 



N 



N' 



I 


1 


4 


2 




14 


3 


1 — i 


34 


4 


I 


6 


5 


1 


5 


6 


I 


I 


7 


— I 


la 


8 


1-./ 


3i 



I— < 

fi 






N 



10 


I 


II 


-H-i 


l^« 


1*% 


— 1 — i 



v'5 



i3 



14 



N' 

35 

27 

20 
16 
26 



i5 ^ 10 
16 I 18 



21 



17 

18 



ï7 
i3 



f^6 



N 



N' 



«9 
20 

21 
22 

23 

24 

25 



fi 

l-i . 

fi 

m 

i 

— 1 — i 

fi 

{ 

1-1 

I 



24 

7 

33 
II 
3 

32 

28 



26 ^ 2 

27 I 22 



N 



ag 



3o 


I 


3i 


-H-i 


32 


— 1 


33 


-14-1 


34 


1— « 


35 


-i-i 

fi 


36 


— i 



N' 



28 1 3o 



29 

25 

36 

19 
9 

23 

i5 
8 



N 



i 
2 

3 

4 
5 
6 

7 



— i 



1 — 

fi 

•5 



N' 



i 
if 

23 

i3 

28 

27 



i — 






If« 



N 



N' 



8 


-H-i 


17 


9 


l-i 


16 


10 


-1 + 1 


21 


il 


• 


20 


12 


-1+/ 


5 


i3 


— I 


22 


14 


-l-« 


10 



N 



N' 



i5 


• 

i 


9 


16 


— i-»-i 


i5 


17 


-1-+-! 


26 


18 


l-i 


25 


19 


-£ 


3 


20 


-H-i 


2 


v^t 


21 


— ï 


14 



N 



23 



1—1 

|/5 



N' 



22 — 1 4 



19 



25 I 24 

26 —£ 8 

27 I 7 



28 =i^ 12 



|/i 
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193. Transformation SJ. 



1 -I — iL_|o I oU'4- — il, 
— I o — ij ^o o oj L o J 

r-* — -'1 r- - '1 r M 

A:'s= — I — I —I — aly-hl o o ^ |y'""| ^ |> 



d*oi 



^t«^i— ^î— ^8— Çi — 1| } (mod4) 
As^— ^, — Çi 



k\ = qf-hqi-h q\ -4- q\ -4- 9',, 
^î^yi-^^ï» } (moda), 

^» « ^1 -+- Ç'i -H ^', -h I 



E 



(010^ f o o o ^ 

I I al^*— al— I —I — al^y' 
oaSj ^o o o } 




= ay,^i-4-^|-f-4^,^,-t-35rj4-2^i^;-i-2^t9;+4yj^;-+-ayi-+-29î-i-49^3, 



d'où 



Es2^iH-3^,--9,-»-2yi^t-»-4^î^3-+-2^iyi-»-ayi^'a-*-49i5'î (modS). 



D'après le n° 171, 



A = Tj — = — e * 



v^ 






f*« 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



N 



N' 



I 


— H-i 


16 


10 


— ï 


II 


19 




36 


aS 


—1-4-1 


6 


2 




a6 


II 


• 


3 


ao 


l 


19 


29 


— H-i 


5 


3 


■ 

— l 


10 


12 




3a 


ai 


1-+-/ 


9 


3o 


— H-i 


I 


4 


-1-hi 

^ 


18 


i3 




aS 


22 


•5 


a3 


3i 


i-i 


12 


5 


— t + i 


17 


14 


— 1-1 


a 


23 


-1—1 


i5 


3a 


• 

— t 


3i 


•« 


6 


I 


i3 
24 


i5 

16 


« 

l 

m 

l 


aa 

3o 


a4 
a5 


• 

— i 

— l + i 


8 
4 


33 
34 


• 

i 

ï—i 


21 
35 


7 


iT» 


8 




7 


î7 


£ 


29 


a6 


• 

— ï 


14 


35 


1—1 

fi 


27 


9 


-t-/ 

•î 


33 


18 


• 


a5 


a7 


( 


34 


36 




20 



j58 r. alezâis. 



N A N' N A N' N A N' 



III 8 — i a6 i5 --^ '8 

a -7:- ao 9 t a5 16 — p- a4 

3 ~i 5 10 * 3 17 î^ 8 

4 I aa II " ,7' a 18 — «7 a5 — i 

5 1 10 12—1 i4 19 ^4 la 



N 


A 


N' 


aa 


I 


i3 


a3 


— 1-»-/ 


a8 


24 


/r 


27 



619 i3 I 4 ao { II 



'"*' i5 14 ^ 19 ai -« a3 



a6 




17 


^7 


i 


16 


a8 




ai 



194. Les Tableaux qui précèdenl permettent de vérifier les résultats suivants : 

Pour chaque transformation particulière, les fonctions, au point de vue de leur 
échange les unes avec les autres, se séparent en cycles de une ou trois fonctions. 
Ainsi, S\ transforme 6« en elle-même; elle transforme 62 en 87, 87 en fia, Oj en Oj ; 
de même, O4 en O5, O5 en Oq, Oq en O4, et ainsi de suite. Mais si Ton cherche à par- 
tager les fonctions en groupes tels que les fonctions de chaque groupe soient 
transformées en des fonctions du même groupe par toutes les transformations, on 
trouve que ces groupes ne sont qu'au nombre de trois. Le premier est formé de la 
seule fonction STi qui est transformée en elle-même dans tous les cas ; le second 
contient toutes les autres fonctions impaires; le troisième contient toutes les 
fonctions paires. 

Toutes les fois qu'une fonction est transformée en elle-même, la racine A cor- 
respondante se réduit à db 1. Elle se réduit toujours à + 1 dans le cas des fonc- 
tions paires. Dans le cas des fonctions impaires, elle a même valeur pour une 
même transformation, quelles que soient les caractéristiques; si elle est égale 
à — I, il suffirait pour la ramener à + i de changer les signes des quantités a, a^ 
^, ^', puisque ce changement, ainsi que nous l'avons vu [note (i), p. 106], 
change les signes des multiplicateurs des fonctions impaires en même temps qu'il 
change les signes des nouvelles variables. Dans les cycles de trois fonctions, c'est 
le produit des trois quantités A correspondantes qui est égal à + 1 pour les 
fonctions paires et à dz i pour les fonctions impaires. 

Les transformations où s'introduit — i sont celles pour lesquelles j'ai changé 
les signes de tous les coefficients [voir note (2), p. 106], c'est-à-dire S",, S^, S*,, 

Sif 0/ ç*» 0/ 0»» 
4) ^5' *^55 ^6> ^fl' 



SUR UNE GUSSE DE FONCTIONS H YPERFUCH SIENNES. iSq 



IV. — Relations entre les fonctions 0. 

195. N étant une caractéristique quelconque et S/ Tune des six substitutions, 
les trois transformations S)-, SJ, SJ fournissent trois valeurs de 0^'X^) 9^^ peuvent 
s'écrire 

où Y et y' sont de même que A des racines huitièmes de Punité qui dépendent 
des caractéristiques. Avec les fonctions impaires, on aura de même 

(87) A3rJ/U3?) = c«^9î''3rj|,(a7<«) = Y^«^'^^**^N.(yO = Y'^'«^'^*'''''2rN.(^u)). 

Il existe des caractéristiques N' et N" qui sont les transformées de N2 et N3 
par la transformation S^-; si Ton cherche les trois expressions de ^^'^(^r) ei 
de ô!{'!(^) comme on a cherché celles de 6jÎ'(j7), on trouve 

où N^y N2, N3, Y) y' désignent les mêmes quantités que dans la relation (86). En 
procédant de même pour les fonctions impaires, on trouve 

A'3rj/;(x) = e^9Ï''^ti,{^^'^) = eï-'Xc«^??**2r,^,(^t^0 =- -y^*e'^9T'*2fs,{z^^), 

où e = ±: I et N<, Nj, Nj, y? y' désignent les mêmes quantités que dans la rela- 
tion (87). (Avec les coefficients choisis plus haut s est égal à + i pour toutes les 
substitutions sauf pour les deux dernières.) 

On est ainsi conduit à des groupes de relations qui peuvent s'écrire, dans le 
cas des fonctions paires, 

ej,,(a;t«)= YXe«^î??'*-?'i*'J6N.(>^t'o = yxîc«'i?r*'-?i*'ieN,(^t/)), 

(88) ( ^«•(^''^) = 2!xeit'i??^'-?î'«iÔN,(>^t'0= - X>eiî'i?r''-?;-»^«ie.N.(^t''0, 

6N,(iP^'^ ) = -^ ^ e«/[çîx«-?îx«i 6:,, (y^t) ) = ^ X« c«'i?r'x«-9i*«i 6», (-«t« ), 



i6o 
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et, dans le cas des fondions impaires, 



(89) 






gL Xe'«i??*'-?lx«]^j^^(^(/)) 



_ i Xt e'^iifT^* -9i''i StnX «t'O, 



:^,(ar(') ) =—- ^X e^'tçfx'-çî^'i 3rN,(j'i'0=— e-^^'^?^'^^^'"-^'*'' ^n.(-s*'0- 



Il reste à montrer que ces relations sont compatibles entre elles ; nous y arri- 
verons en nous appuyant sur les remarques suivantes : 

196. A part la fonction Sr^ qui est toujours transformée en elle-même, on voit 
que les fonctions se séparent en groupes de 3 qui figurent ensemble dans les 
mêmes relations; on trouve que, quelle que soit la substitution considérée, les 
fonctions sont associées de la même manière. Dans le Tableau suivant, j'ai mis 
ensemble les fonctions qui figurent dans un même groupe de relations : 



0, 




6 

64 






197 



0,; 
e, 
0, 

617 







18 



et5, 


O7, 


0l9, 


6,., 




%, 










Oi6, 


e», 


^ÎO, 


6911 


&., 


a... 


a.„ 


S:, 


3^16» 


^"1») 


Ôî7, 


69, 


6îiï 


€»> 


3» 


&.., 


2r.., 


a., 


^I7> 


3^î«i 


O18, 


O107 


Qjii 


9.*, 


a*, 


&u. 


&«, 


2r„ 


^18» 


^17» 


Ôî9» 


ôn> 


Ôî3î 


Oiii 


%, 


Su, 


a.., 


^to> 


^I9ï 


3^18. 


030» 


Ôiiï 


6.*, 


0j6, 


%, 


a.., 


a,4, 









Pour un même groupe de relations, les quantités y et y ont mêmes 
valeurs, quelle que soit la substitution S/. 

198. Quel que soit {, on a les identités suivantes (elles se vérifient de suite 
pour 84, S2, Sj, car pour 1 = 1,2, 3, ç)a:^=o, oJx^= — X^a:J = — ^^^ÎJ*', 

la troisième identité résulte évidemment des deux premières. 

199. Enfin, si Ton désigne par S et S' les matrices suivantes 



— I X»u — 



o ~X* o , S'= o X o L 



on trouve, quel que soit 1, 



^U)=£8a?t«, ^i« = e5'art«, 



où e est le signe qui figure dans les relations (89). 



I 

4 

A 
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Les matrices 8 et S' vérifient les relations suivantes : 
(9«) S* =5', S'« = -§, 

d'où il suit 

8« = — 8'»=8o'=ô'8=-i, 8'-» = -8, 8-» = -8'. 

200. Il résulte de ces propriétés que les relations sont les mêmes quelle que 
soit la substitution dont on les déduit et que chaque groupe de relations tel 
que (88) ou (89) se réduil à deux relations distinctes. 

En efiel, dans la première relation (88) et dans la première relation (89), posons 

a?<« = M/a? = /, 
d'où il suit 

x = Mpt, ^wJ=e8/=7, >5^'J= 8 8'< = 5, 
nous aurons 

relations indépendantes de i^ c'est-à-dire indépendantes de la substitution qui a 
servi de point de départ. 

Posons maintenant dans la seconde relation (88) et dans la seconde relation (89) 



d'où il suit 

ar = 6M7' 8'-i / = — eM7* 8/, a?WJ = M/ar = — e 8/ = -7, x'," = — j^j = XV„ 

yU) = £ 8a?w) = — 8^^ = — 8'/, 

ç'^iPî— cpjar» = — X«arf^'*=-/}, ©7^?*— (p;.a:«=Xx</>*=XV|; 

nous aurons 

es,(-6oO = ^Xe-'"î6.N,(-8'0= -X*ciï'XwJ0n,(O, 

&j^^(-680 = £-Xe-«''î3rN,(— 8'0=— -^•«^'^''î^N.(0- 

En résolvant par rapport à Ox^(^) et 2r>-,(^) et en tenant compte des parités des 
fonctions, on retombe sur les relations (92). 

Enfin dans les dernières relations (88) et (89) posons 

^t« = s 8M/a? = t, 
A. ai 
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d^où il suit 



x^i^ = UiX = Ê 0-» ^ =— s ô'/ = — 5, a:'/> = — -«ï = — Xf,, 
X = eM;* 8-i f == — êM7' 8'f, z^i^ = e 8'M/a: = S'S-J / =— S'»/ = §/, 
«p^.x»— o;a;S = — X«a7;''' = -X«3Î = — X/|, çra:«-©;.x«=Xar</)' = Xz| = 






nous aurons 



2r^,(-£8'o=~~Xe-i^/X/;&,.^(0 = -eIX«e'^//;&x,(80; 

en résolvant par rapport à 6x,(^) et S\,(/) et en tenant compte des parités, on 
retrouve encore les relations (92). 

201. En résumé, les relations auxquelles nous sommes conduits font con- 
naître ce que deviennent les fonctions et 2r quand on fait subir aux arguments 
deux changements particuliers, à savoir quand on remplace x par Zx ou par S'x. 
Le Tableau suivant contient un système de relations distinctes; toutes les autres 
s^en déduisent facilement^ grâce aux relations (92). 



e 







e 







6 



e 







e 



{x) = 



{x) = 



,(^) = 



ix) = 



7(37) = 



(^) = 



(^) = 



or:r) = 



(:r) = 



-- I — i 
— I — I 



Xe-'î')^'-' 



Xe-wX2j: 



' J:\e-'^i^'^ 



si-. 

— I — i 

— î — i 

— f — i 

— I — i 

— I — i 



si 



Xe-ii/X«x 



Xe-ir/X«j: 



\Q-^i\'^x 



Xe-Tc/X'j: 



Xe-iriX«jr 



0i(8x), 0,5(3:) = 



0î(8^), 0,6(x) = 



03(80:), 0,7(r) = 



0*(8.r), 0„(ar) = 



Oj(8^), 0,9(37) = 



06(8:r), 630(0:) = 



07(80:), OaiU) 



— I -h t 



y/i 



Xie^iXx 






/2 

I -h i 



/ 



\ie,tti\x 



a 



/a 

— I -A- l 

I — i 



Xigiulx 



Xtei^<'>^ 



Xî^TC/Xx 



0i(8'o:^ 



0,(S'O7), 



03(8'o:), 



0*(8>), 



Os(8'o:) 



06(8'O7), 



07(8'O7), 



'2 



08(807), Ô3,(a:) = .l-_lX«e«'X;r50g(5'3,)^ 



i±JXe-«'^'-rî09(8x), 



0«(o-) = L±Jxe-^^>.'^-;0,o(8o:), 



023(07) = 



^le-rJ-k^'l^niox), 
_Xe-^A«xJe„(8o'), 



033(0-) = 

08*(or) = 

035(0:) = 
036(0:) = 



I -L- £ 



Xïeii/Xxj0g(§'^)^ 



i_^Xïe7ti).x;e,o(S'a:), 

-X»e^'Xx;0,t(o'o:), 
— X«e'^''^*Î0,,(8'or); 
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% {X) 



— X e-^i'k^A 3r|( oar) = \W^i^A Sr,( o'ar), 






I — 2 



v/^ 



Xïc«/Xx;2rj(8':r), 



— i — i 



/. 



Xe-itA«4:;^3(5;p), 






ZllZL?x^-«'X*'î&5(8a?). 
Xe-icA«*;3[,(a^). 



3„(:r) = 



I -h i. 



lte^^">^\%(o'x). 



Xîe«/Xx;s.(8'ar), 



xte«^xx:2^.($'ar.), 



Xîeni-Xx;Sg(a'a:), 

— 1-4- t 



lie^f^'l^i-iiù'x), 



1 — t 



— I — i 






2 






I — « 



/ 






202. Les relations que nous avons trouvées sont compatibles en supposant les 
signes de U] et HJ pour ^ = 4, 5, 6 déterminés ainsi que nous avons fait. Je vais 
montrer que l'on ne pouvait déterminer ces signes autrement. 

Supposons que, pour une valeur de i, nous ayons écrit les unes au-dessous des 
autres les relations analogues à la première relation (88) et relatives aux trente-six 
valeurs de l'indice N|, puis que nous changions le signe de HJ', par exemple; les 
derniers membres seront tous changés de signes sans que les autres soient modi- 
fiés. Une relation entre deux fonctions déterminées hy. et O^. s'obtient soit en 
prenant N| = N/, N2=Ny, soit en prenant N< = N/, N3=Ny; de la première 
manière on obtient la môme relation qu'avant d'avoir modifié le signe de HJ'; de 
la seconde manière, on obtient une relation qui se déduit de la première en 
changeant le signe du second membre. Ces deux relations ne pourraient être 
compatibles que si les fonctions qui y figurent étaient identiquement nulles. 

Comme le même raisonnement vaut, quels que soient les indices et aussi en 
remplaçant HJ par H'^, comme d'ailleurs toutes les fonctions ne sont pas identi- 
quement nulles, il reste établi que les signes de H" et HJ sont bien déterminés. 

203. On peut se servir des relations que nous venons de trouver pour éliminer 
des équations de transformation toutes les fonctions ^^ dont l'indice est supérieur 
à 12 et toutes les fonctions Sr^^. dont l'indice est supérieur à 10. On obtient ainsi 
des formules de transformation où ne figurent plus que 22 fonctions; elles se 
séparent d'ailleurs comme auparavant en trois groupes; le premier contient 
1 2 fonctions paires, le deuxième contient l'unique fonction S, , le troisième contient 
9 autres fonctions impaires. Ces relations sont réunies dans le Tableau suivant, 
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OÙ j'ai posé pour abréger 



X4 = 



^-Hiçia» 



f^* 



X5 = 



■ ic/ç'jjr» 



f^ï 



w,= «iîO,«*î^', 



fSi 



',= C-«Aai*\ 



X« = 



(0' 



{^6 





Relation* de transformation entre les douze premières fonctions paires. 




S,. 


S,. 


S,. 


Oi (:«?', 


) = O-iC*), 


e,(a:') = 6",(a:), 


e,(4f-) = e;(ar), 


e.(*': 


) = V^ix), 


e,(ar') = e'.(*), 


e,(*-) = eî(r), 


e,(af' 


) = e'.(«), 


e.(x') = e',(«), 


e,(«-) = e7(a?), 


et(a;'; 


> = 8'.(x), 


64(83:')=— tX«ro,e',,(«), 


0»(8ar")= tX«nj, 67,(3?), 


e,(a:'; 


> = ^.(ar), 


e,(8'x')-Xni',e',(a:), 


e»(8«") = tX«w,e;(x), 


6. (a/; 


1 - ^^(a:), 


e,(8'a:') = »Xi!T',6;,(ar), 


6,(S'ar") = Xc»',0;(«), 


67(a:'; 


) = e-.c^), 


OïCaj») = 0\(x), 


6,(3?-) = e;(*), 


eg(x'; 


1 = e'.cx), 


e,(8ar') = »X«nT,6',(ar), 


e,(8a;") = — tX'BT, 07,(ir), 


e,(ar'] 


l=-e'„(a7), 


e,(S'a?") = Xni',e;(a?), 


6,(8ar*) = iX«iB,67(af), 


6i.Ca?'; 


(=-e',(ar), 


e,o(8'ar') = -»Xw',6',,(a7), 


6|o(8'x*') = Xbj'j67o(*)» 


e„(8'a:'] 


| = XBr', 6',,(a:), 


e.i(ar')=-6',(:r), 


e„(SiP") = x«nj,e7(a?), 


e„(8v; 


t = Xta',e',j(ar); 


e„(ar')=-0;(a;); 


e„(8ar') = X«ro,6î(ar); 




S». 


S,. 


S,. 


6,(xiv; 


1 = X» e\^(«), 


0,(8a?v) = X»X,w,9j(ar), 


e,(8Tvi)z=X«X,w,eî'(a:), 


6i(a;'v; 


) = .-Xve'/,(«), 


e,(8'arv) = XXjro',9ï,(x), 


6,(*vi) = X.0î'(a:), 


e,(x'v; 


1 = - tx» eyca?), 


e,(xv) = X.6ï(x), 


6,(8'arv>)=-jXX,Tiîi9r.(a:}, 


6t(ariv; 


1 = - X» eï'(x), 


e4(8arv) = X»X5W,eï(a?), 


64(8a;vi) = X«X,ro,eî'(:p), 


6,(x'v) 


i=-XteV(x), 


e,(8arv) = X«X,tij,oy(a;), 


e,(8a?vi) = X«X,ro,eï'(a!), 


6,(ariv) 


i=-x»e',V), 


e,(8arv) = X«Xtro»0ï(ir), 


6,(8xvi) = X«X,nj,eî'(;r), 


07(ar>v; 


(^-.-x^eï'c*), 


e7(8'arv) = tXX.w', 6;(3:), 


67(8iFvi) =— X'X.ra, 9y',(ar), 


e,(x'v; 


) = -iX»eV(ar), 


e,(xv) = x,6];(*). 


6,(S'a:vi) = j-XX,»»; eî'(x). 


e,(a:'v; 


)=-iX,%'!{x), 


6,(xv)=-Xs6y,(a;), 


6,(«v.)=:X.eî;'(ar), 


6,o(«", 


) = ix,(i':{x), 


e,»(8'arv) -_ tXX,roi eî(»), 


e„(8'a7vi)=_xx,ni',e;-'(jr). 


eiiCa:"': 


) = X4e,7{x), 


9ii(8a;v) - tX«X5W,e^(«), 


e„(8'arvi) -— tXX,w',eï'(ar), 


e„(8xiv) 


= X«X4tiT4e',V«); 


6„(8'xv)=jXX.raiOÎ,(a7); 
Transformation de la fonction 3|. 


e,«(a?v.) = ,-x,eî'(*). 




s, 


S, 


s, 


2rt(*') = 


= yt(^h 


a,(a:') = &î(x), 


2r.(a?"') = 3r7(ar), 


&,(8y) = 


= -X»w,3',(x), 


S,(8ar')=-X«nj,&';(x), 


2r,(8a:'')-— X«TB,3t7(a:), 


&,(8V) = 


= Xw',S',(«); 


&,(8V)=XtB;S'.(x); 


&,(8'a7-) = )wiS7(x); 




s» 


s. 


S. 


2r,(ariv^= 


= Xt2r7(a?), 


&,(TV)=-X,&ï{ar), 


S,(arv.)=_X,&î'(x), 


a,(8i'v) = 


=-x«X4B»»a','(x), 


S,(8«v) = X»X,ro» 2rî(ar), 


&,(8a:vi) = X«X,w,3î'(ar), 


3f,(8'afiv) = 


= XXn»;-2r7(a;); 


&.(8'xv) = - XX,TS',S^(»); 


&,(3'a:vi) = _XX,w;&î'(a:) 



SUR UNE CUSSE DE FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES. 



l65 



Relations de transformation entre les fonctions 2^^, ^3, ..., ^9, ^10. 



S, 



S, 



S, 



j|0 \0 X 



= »'.(*), 



— I — l 



•i 



^jC*» 



Xw', &',(»), ajCS'*» 






= Xw;2r;(a?), 



— I — t 



»/î 



ln,\y,{z), 



= — » Xw', â^ (a?). 



3r,(8'ar' 



I — { 



»'.(*), 



= -3'.(x), 



— - — Xw 
/a 


• 

— r — t 


/ï 


• 

— 1 — i 



Im't^.ix), 



&',(*), 



&!(*), 



/5 

iX«TïT,3r;(a?), 






3r,(8'a/^) = 



I — i 



/ 



2 



Xwi 3r?(a:), 



S7(*'')==^^'3:(x), 
a,(8'«"') = XtiT',arJ(ar), 



Si 



S. 



2r,(anv) 
3r,(aMV) 

Sus*'*) 



-X»&ï'(x), 
X4 3Ï'(«). 



&,(«"') = X»^5'(a^), 

&,(*iv) = Xv&?'(ar), 

3,(afiv)=X4&ï'(«), 
3,(a:i»)=-X»SÏ'(a:), 



&„(8'«'v) = - i\X^n>'^ S^C*); 






X.3Ï,(*), 
-X,3î(a:), 



&,(8xv)= _l±-ix»X,B,3'î(«), 



3,(5arv)=tX«X,w,3î(ar), 
^,(8a^v)= :zi±ix«X,w,3î(»), 



/i 



S,(8':fv) = _L±ixX,B;S;(a-), 



3,(xv)=-X,3f;(»), 



&„(8'afv)= _î__!xx,w', 3?(af); 

va 



3, (XVI) 

3,(S'xvi) 
3»(arv.) 



-X.3Ï'(T), 
- X. 3r(x), 



3,(8'xv.)=-XX.w',3ri(a'), 
3,(3'a?v.) = _,7X,ni;3î'(a:), 
3,(8xv.) = I^?'x.X.B,3^(ar), 

3,(xvi) = _X,3ï'(x), 
3,(xv.)==i±i'x.3î'(x), 

3,o(3'xvi) =_,xx,w; 3V(x). 



« 
■•I 
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â04. Par rapport à chacune des substitutions, les fonctions se séparent en 
cycles de I ou 3^ fonctions, de la manière suivante 





S,. 






S,. 






s,. 






s». 






S,. 






s.. 






Oi. 






6i. 






0.. 






0,. 






0,. 






e,. 






6u. 






e,. 






e,. 






e„. 






e*. 






8.. 






ôi,. 






6g. 






9|o. 






Ou. 






0,. 






O9. 




0., 


o„ 


Oj. 


e., 


Oa, 


6,. 


e., 


o„ 


e,. 


6„ 


Oio, 


e». 


«1, 


0., 


8». 


e„ 


8*. 


8,. 


K 


0», 


6,. 


6*. 


Oio, 


e». 


e», 


611) 


O9. 


e„ 


e., 


6e. 


K 


8|ji 


8|». 


8„ 


8ioi 


e„. 


0», 


6.1, 

S.. 
3». 

^10' 


Oio- 


e., 


On, 

3.. 

33. 
^10- 


0.. 


6„ 


e., 

3.. 
3,. 
3,. 


0... 


e., 


87, 

3,. 
3,. 
3,. 
3,. 


e.. 


87, 


6., 
3.. 

3,. 
3». 
3,. 


611. 


67, 


8.,, 
3,. 

3,. 
3». 
3.. 


8,. 


2r., 


3., 


^g. 


&.. 


3., 


3». 


3., 


3., 


3,. 


3„ 


3,. 


3.. 


3„ 


2^10» 


3,. 


3„ 


a. 


2^10 


S„ 


2r„ 


%. 


^6> 


3„ 


3,. 


3», 


3„ 


3,. 


34, 


3io, 


•Je» 


35, 


3„ 


3fi.» 


âft, 


3„ 


3,. 



V. — Fonctions hyperfuchsiennes. 

2O0. Les fonctions et Sr dépendent non seulement de X4, x^^ Xi mais aussi 
de 1/ et de (^ qui figurent dans les périodes; si l'on suppose x^^ x^, x^ fonctions 
de u et de v^ elles ne dépendent plus que de ces deux variables. Les fonctions de u 
et de V ainsi obtenues, soumises aux substitutions du groupe S, s'échangent entre 
elles et se trouvent multipliées par certains facteurs; en les combinant convena- 
blement il est possible de trouver des fonctions invariantes aux substitutions de 
ce groupe. 

206. Ainsi, faisons nuls les arguments dans les fonctions paires, les relations 
du n** 201 deviendront [en écrivant ^^ au lieu de 0.>(o)] : 

0,3= =^^X0„ 0„= Zl^^^JlHu 

e,» = — ,^' xe., 0., = :^I±-i À»e„ 



y/a / 



2 



0„ = — .'-^ X6„ o„ = — i-ti x«0„ 



/ï • 



•2 

0.,= =^X8t, o.,= ^L±ix«04, 

• m 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS UYPERFUCHSIENNES. 



167 



ôm = — — XÔj, 



0,! 



— l — l 

— r — i 



X6t, 



Oîo= T^XOg, 



6|i= XOg, 

On= — X611, 



^30= T^r- X^ôj, 



631= — — X»87, 

6a« = rr- X^Og, 



'3t 



0,.= 



— 14- « 



'33 



6j4 = 



/2 

l ( 



x*e9, 



03B = -X*0„, 

036 = -x*e,j. 



x«e,o, 



Les relations de Iransformation du n^ â03 sont remplacées par les suivantes : 



Si> Sf. 



6, = 6',, 



6, = 6',, 



e, = 6'„ 



0, = o-„ 



O7 = 6- 



6' 



0'„ 



fi" 



0* = O5, — tX*0'io, 



O9 =— e',0, 



xe;, 



Ofi = 0;, iU\,, 



G" 



0, = e;, A«o'., 



X6'„ 



6,0 = — 6j, — «XÔ',,, 



6,,= XO', ,, — Og, 



o„= X6',,. -e;, 



s,. 


s». 


s.. 


Se. 


eî, 




^0^ 


'' or. 

Fl6 


oj, 




X ûV 


[^6 


67, 






/ avi 


A«e7„ 


ï AlV 




^'' or. 


.•X»6J, 


--o',\ 






xe:, 






ix« 


e?, 


- '■ ' or, 




- IL 0- 

1-e'" 


tX«0?„ 








tX«9î, 








xe7„, 




'•;/•' 




xte;;'. 




[As 


i ^ al'. 


X'^ï, 




* ^10» 
1^8 


i ' oy. 



Les multiplicateurs sont tous de la forme - où |jl est le dénominateur de la 



l68 R. ALEZAIS. 

subslitution et par suite le même pour toutes les fondions; e est une racine 
aouzième de Tunilé. Le quotient de deux fonctions symétriques et homogènes du 
même degré des douze fonctions 0^^ (/ =z i , 2, . . . , 12) est transformé en lui-même 
par toutes les substitutions du groupe : c'est donc une fonction hjperfuchsienne 
appartenant à ce groupe. 

On remarque que, pour chaque subslilulion, le produit des racines de Tunité 
qui figurent dans les douze multiplicateurs est une racine cubique, il en résulte 
que la fonction 



it 



2 



i=I 



0'* 



1< 



n»î 



1 = 1 



est aussi une fonction hyperfuchsienne appartenant au groupe S. 

â07. Un autre exemple de fonctions hjperfuchsiennes construites avec nos 

fonctions 8, ce sont les expressions de 1 et i trouvées dans la première 

partie. Si ces expressions étaient entièrement déterminées nous serions maintenant 
à même de vérifier leur invariance quand on effectue sur e/ et c une des substi- 
tutions fondamentales du groupe; ces expressions contenant une demi-période 
indéterminée, on peut se servir des formules trouvées dans cette dernière partie 
pour essayer d'achever leur détermination. 

Pour que les expressions de i et de i soient toutes deux invariantes, 

il faut d'abord que, pour chaque substitution et pour chaque valeur de /, la fonc- 
tion 64 [^^'^(tt, ç')] soit transformée en elle-même, ou reproduite multipliée par 

un facteur; car si, dans i > par exemple Oi[^^*^(a, ç»)] était transformé 

en 6j [x^'^ (1/, v)\ 1 ne pourrait pas être invariant. 

Supposons cette condition réalisée et soient 

les facteurs qui s'introduisent quand on eflectue la substitution S/ dans les pro- 
duits de fonctions qui figurent dans les expressions de i et de i ; 

X y 

d'autre part, remplaçons E' et E'" par E'(w, ç^), E"(w, i'); il faudra encore pour 
que I et 1 soient invariants que l'on ait à des entiers près 

j E'[S/(a,i>)]H-V;(u, P) = E'(«, P), 
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en dësignaat par E'[S/(m, p)], E''[Si(w, i^)]ce que deviennent E'(w, (^), E''(w, v) 
quand on effeclue sur u et v la substitution S|. 

Je laisse pour le moment de côté cette seconde condition, la première va nous 

permettre de déterminer la demi-période — > —> —• 
* ' 1 '1 'À 

208. X et y sont donnés par les relations (28); je les écrirai de la manière 
suivante, en modifiant un peu la valeur de E, 



I 
E 



(94) 






-i)= 
-j)= 






Je désignerai par :r^'^(w, i^) la lettre-multiple qui a pour éléments jr/ (;/, v)^ 
x\^^{itf r), x'^\i/^ r); je désignerai aussi par a:(r/, r) une quelconque des quan- 
tités a:^^'{Uj i^). 

Il est facile de vérifier que l'on a 

(95) { a:i(a, P) = |Jl,(X — X')M— fJl,X«— ix\-h ^y 



où les |jL sont des coefficients numériques. Les valeurs qu'il faut donner à ces 
coefficients, pour reproduire les siK arguments, sont contenues dans le Tableau 
suivant, dans lequel {i) représente la lettre multiple x^^^(u, v)] j'y ai joint les 
valeurs de certaines combinaisons linéaires de ces coefficients qui nous seront 
utiles; on remarque que ces dernières valeurs sont entières. 



(96) 







(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(3) 


(6) 


f^t 





1 
■3 





1 
s 





1 
3 


Kl 







1 
3 


1 
3 


2 

8 


1 
3 





^\ 




1 
s 


1 
8 








1 
3 


I 
3 


f^« 







1 
3 


S 


l 
3 


1 
3 





K«-+- 


f^i 








I 


I 








2[lî — 


I^J 





— 1 





I 


— I 





{A,— 2 


l^i 





I 


I 





— I 






200. Les fonctions 6 que nous considéro^dépendent de u et de p par leurs 



A. 



22 
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périodes et par leurs arguments. J'ai désigné par 

ce que devient la fonction 0^(j:) quand on effectue la substitution S/ sur // et v 
qui figurent dans les périodes. Je désignerai maintenant par 

ce que l'on obtient en effectuant la même substitution dans l'argument x^ff\u, v). 
Enfin, je désignerai par M)-, M^' , MJ les matrices de la forme a -h Ta' telles que 
l'on ait 

X^i^ = M'iX, y^i) = M -37, Z^i^ = ^\'iX, 

Ceci posé, si l'on effectue sur u et v la substitution S/ dans la fonction 

on obtiendra 

^'^\x[^i{u,v)]\, 

et suivant que l'on appliquera la formule de transformation relative à S< sous 
l'une de ses trois formes S|- , S* , SJ*, on obtiendra des formules de l'un des types 
suivants 

6.;i>j^[SK«,.')]| = a; h^/*"''' l'"'"'''"'i'eN- |m:.x[s,(«,p)]!, 
es/' la'fSK", «>)]! = a;x ^,c«'*îî^"<'"'-'"i|'es. i Mjx[s,(«.i')]!, 



Le calcul montre que les arguments des seconds membres sont, dans un ordre 
qui dépend de chaque substitution, égaux, à 

x{u,v)y ^x{u^v)y l'x{u,v)y 

augmentés chacun d'une demi-période, o et 8' étant les matrices du n*^ 129. On 
trouve de plus qu'il est possible de déterminer la période /?i, /?2, p^ de manière 
que, N étant égal à i, on soit toujours ramené à la fonction 0|[x(/^,r)] à la 
condition : i** de débarrasser les arguments de la demi-période qu'ils contiennent 
et 2® d'appliquer les formules du n*' 201 qui expriment les fonctions Q aj'ant pour 
arguments Sx et ù' x au moyen de fonctions ayant pour arguments x. Pour 
chaque substitution, c'est sous la première forme que j'ai effectué le calcul. 

Je rappelle ici la formule qui permet de débarrasser les arguments d'une demi- 
période. 

Soient T et y deux lettres multiples ayant pour éléments (Ti, o'2> ^3 el<r', , «"a, ^-j,' 
désignons par O^- et By des fonctions paires ou impaires ayant pour caracté- 



SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES. 



171 



risliques y, q' et q -^ t, ^'-f- 0^, c'esl-à-dire 



f^i ^t ^3 1 f^i-+-<'i ^î-^ffi ^j-H^Tal 



on a, en notations abrégées, 



(97) 






Dans celte formule, les 0- et les <s' sont des entiers quelconques; s'ils sont tous 
pairs, on retombe sur la formule aux périodes entières dont la formule (29) est un 
cas particulier. Dans la formule (97), la caractéristique N' n'est pas réduite; sa 
réduction introduit un facteur zh i que je n'ai pas besoin de calculer et que je 
désignerai par 7\. 

210. Transformation ?>\, — {u^ v^ X^w, v). 

On a, d'après les formules de transformation (n** 176), 

0'J:r[S,(M,p)]! = e,|M',a7[S,(w,P)]|. 

Je vais établir que l'on peut déterminer />|, /?2, ^3 de manière à avoir 



(98) 



M',ar[S|(a,o)] = - 82r{M, v) -f- -(a -h tci') 



avec 



CI, = 0, (J2=2p2, 



CTj = O, 



<j', = 0, o', = ap',-f-î, <r'3 = o, 

P2 et P2 étant des entiers. 

On a, en effet, en désignant par /?f ,/72} Pz ce que deviennent /?<, /?2> Pz quand 
on effectue sur u et v la substitution S| {voir n" 154), 



M>[S,(a, P)] = 



( ■ ■; il 



Pi 



[Jl, [ W«H- ( X — X*)(;] 4- fil A M — A [Jlj H- i-i 



•2 



\Li X a* -f- jxj X» w -h fji'i -h — 



P^ 



jxj X M* -+- fJLtX* a H- H^'i -1- 7- 



Pi 



[1,(1 — X)a — |ji,X»— [ji'j-h ^ 



[Il [X*M»-f- (X«— X)l^] + |X,M + [jl'i — ^ 

J5 



/'i /'s 



2 
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ix(M, i;) = j O — 



(o X^w — i^ 
o — X« o I 
ï U I J 



[jii[X««4»-f-(X — X*)(>]-4- }XjX*a — 'Xii\ 



HLi(X-X2)W-IJL,Xî-fx',^^^ 

[ji, w« -h jjLj a H- n'i -4- ^ 



^ 
a 



- fZiXM«-4-(jijX»a-[ji;X*« — ti',H-X««/^ - ^ 
— |i,(i — X)w-f-|jiîX-f-fz',X»-X*^ 

jj,,[Xîw«-f-(X«-X)t^]4-HL,w-fi',M-K'i-+-Ç-+'"Y 






Il faut donc et il suffit, pour que les trois arguments vérifient la relation (98), 
que Ton ait identiquement 



pjX«w-+-|A'i-h ^ 



(99) 



= ~ (x,X«M H- Ht'jXîw -h [x'j - XîmÇ -h Ç 

- jjL, x« _ ^a; ^ Ç = - |.,x - ,x; x« H- x« ç - (p; - 



KjW-f-rt-:^-. 



Posons 



Pi 









y?l= Vi4- VjTiiH- 



'l'Clî 



va^is, 



/Jj = Vj -h V, Tii -h V, Tjt + V, -Cjs, 

y?3 = V3 -+- v'i Zix -h V J T32 4- Vj T33. 



La seconde des équations (9g) devient 

— ^JijX*— [ji',-+- -(v,-+- v'jXa — v',X«H- v'jXîa) 
= fAî-t-fXjX*— fJi',X*-+- -[v,X*-Hv'iXM-hV5(n-X*)-+- VjX^a]— (pi -h - jXî-up,. 

D'où, en égalant séparément les coefficients de X^ et les parties indépendantes, 
ce qui revient à séparer les parties réelles et imaginaires, 



(100) 



v,-+- 2v', =— 2(2|ji,-- fJi',) -h ap',-h I 



Pour les arguments (i) et (6), on a [Ji2= [J^2= o; il vient alors 
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Ces relations sont satisfaites si l'on pose 



Vj=Vj= — I, 

Avec V2 = Vj = — I , les relations (loo) deviennent 

(.0.) j p; = -^^«-^/i)' 

Les valeurs qu'elles fournissent pour pa ^^ p'^ sont contenues dans le Tableau 

suivant : 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 



P« 
P'. 



O O — I — I o o 

— 1 — 3 — a — 1 — 3 — 2 



Quant aux autres relations (98), avec V2=v!j = — i, elles sont identiquement 
vérifiées en vertu des relations (îoi); on le voit facilement en tenant compte des 
identités suivantes : 

— X* upt -*-/?! = /?3 H- 3 X* a, 

—y?, — upi^ pz = — pi— ps-\- i u. 

On a donc bien la relation (98) à la seule condition de poser 

vi= v; = — I. 

Adoptons ces valeurs, puis débarrassons les arguments de la demi-période 
-(t-Htt) au moyen de la formule (9^), enfin appliquons la formule 

■ 

e„(S^) = ^i-^'Xîe^'-^^'-; 6,(57), 

qui se déduit de l'une des formules du u? 201 en y remplaçant o? par Sx; nous 
aurons successivement 

^\\x[Si(u, v)]\ =eiîM>[S,(M, P)]î = 0, rSa7(a, p)- i(J^-TJ')l 



/ï 



= 1 

/a 

2H. Transformation S'^. — [a, r, X^w + i — X, (^ + (X — a^)^ 4- X*— i]. 
On a (n« 179) 
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et la fonction 0? a pour caractéristique 



ri «41 

l^o o o J 



Nous allons voir que Ton peut déterminer la période />i, />2) P% de manière 
à avoir 



(io3) 



M',iF[Sj(M, p)] = — oa7(M, v) -^ — ^ff -h Ta') 



avec 



tr, = 2ipi-i- I 



a, = 0, 






«Js = 2 Pj -h I 



<I3 = 0, 



po P29 p3) p'2 désignant des entiers. En débarrassant les arguments de la demi- 
période, on tombera sur 625 \^x{u, v)\\ or nous avons vu, au cas précédent, que 
cette dernière fonction ne diffère que par un facteur de 8| [^(m, v)\. 

En désignant maintenant par/?^, />2} Pz ce que deviennent />i, /72, Pz quand 
on effectue sur u et i* la substitution S2, on trouve {voir n** 157) 



Mja-[Ss(M, p)] = 



[:, -■. :] 



|ji,[a»-ha-X«)v-(-(4X— i)a+3X«]H-[ji,(X« + X«— — 2[i', -h ^-i 

|x,[(i-X)a-3X«]-.u,X«-ri-+- V 
[jl,[Xm«-+-2(X»— i)a — 3X]-4- ti,(Xïa-M — X)-+-|jL'i-h^ 



IJL|(X w»-i- 3X*w -+- 3) -h fjt,(X» w -h 2) -h jjt'i- 
jx, [(, - X) w - 3X«] - ti,X«~ fx; -t 



jjL, [X« M«-4- (X«— X)(; -h 3 a — 3] H- fjL,( 1/ — H- |jl'i -4- 2fx', — ^ 



K',+ '" + '" 




?ï 




2 




-v,-f-?.- 


/>3 
2 ^ 



En écrivant que les seconds arguments vériGent la relation (io3), on est 
conduit aux équations suivantes : 



On peut faire 



on a ainsi 



(io4) 



^1 — îi^s = — a( jxj-h [i; ) — 2pj, 

v', = V3 = o; 



pî = — (t^î-t-l^j)» 

Pi= 3{Xi-f-2îIi— fl',— 2. 
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En faisant v', = 73=0, on a 



(io5) 



Pi 
Pt 



= Vi — X*M, 

= — i-hX«, 

= Vj — w. 



En tenant compte de ces valeurs et en écrivant que les premiers et les troi- 
sièmes arguments vérifient la relation (io3), on trouve, quels que soient V| et V3, 



(106) 



P3 = — 3 fil — ( |X, — 2 [l', ) -M . 



f^es valeurs fournies par les équations (io4) et (106) pour pi, p^, ps, p!j sont 
contenues dans le Tableau suivant : 



(1) (2) (3) (4) (5) (6) 



?i=Pj 
Pï 

P3 



— 2 


— 2 


— 2 


— 2 


-3 


— 3 








— I 


— I 








1 


1 


2 


2 


2 


2 



On obtient la formule suivante^ qui est entièrement semblable à celle du cas 
précédent : 



6';îa7[S,(w,i;)]|=6:[^3ar(w,0-^(<'H-'^^')l 



(107) 



iti(fp;-»-j.r-X'j,(i*,.')+i(tp;-i-i)X«l . 

L» JBi[x(m,p)]. 



= Tj — — A*e 



/ 



2 



212. Transformation S3. — [a, r, X^a -|- i — X», p 4- (i — À^)// H- X=* — 1] 
On a (no 182) 

07|:r[S3(a,p)]l=e,|Mix[S3(M,O]!, 



el 63 a pour caractéristique 



l^o o o J 



Il faut donc que Ton ait 



(108) 



avec 






»'i = o, 



ff, = 2p„ 

(j;=r 2p; -hi, 



^3 = 2 p3 -h I 



(T, = 0, 



P's) po p2) P3 étant des entiers. 
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En tenant compte des relations (io5), les expressions (gS) deviennent 



rio9) 






H(X - X«)w - (^,- i)x«- ii\ - i. 



2f^'i 



'2 



On a donc (n° 160) 



M'aXfSaCajP)] = 



o — I I 



— I —I — I 



|x,[i/«-+-(X--X«)p-f-(5X — 2)w — 6X]h-^|jli — lWw-hXî--X)— a.u'j-T-^ 

j^,[(,-.X)w-+-3X]-(lA,-i)x«-fx;-i 
-2(X«— X)w -3X2]-4- ^fji,- iVx«a-M — X*)-r-ti',-h ^ 



{x,[Xm' 



(X, [ X w» 



|JL,[X«WÎH-(X«- 



3X«w + 3] 4- ({!,- i)(X«« + t) + fi; ^ fxi + ^ -f- J 

HL,i(i-X)ii-4-3X]-(fx,-i)x«-tx;-i 



a 



et 



0J'(«/, v) = 



— [JL|Xw'-î-(|JLj— 1)X*M— [JL',X*a — |Jl', — -^ 

>0^] -+- ( l^«— i)a — jx', a - |x', -h ^ 



-|X,(I 

|JL,[X««f«-4-(X» 






Va 
2 



En écrivant que l'équation (108) est vérifiée, on trouve 

pi = 3 fxi -4- 2 jiî — ii\ — 2, 
Pi=— pi = 3fx,-t-|x,-Hfx',, 

Ps = — 3fXi— (2,U,— |ii)-t-i. 

Les valeurs de p^ sont les mêmes que dans le cas précédent; quant à celles 
de Oi, de p2 et de pa, il suffit de remarquer qu'elles sont manifestement entières. 
On a 



(no) 



2 



= T, — - — X'e Lî •^« ^^i[x{UyV)l 

V2 
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213. Transformation S\. — Je la prends sous la forme suivante 

X*M p -4- X — X« 



/ X»M p^-X — xn 

(«'"•—'—il—)' 



|JL= fJL4=:(X — X2)i'— 2. 



en posant 

On a (n« 185) 

e7|^[Sv(«,p)]î =|ie'^'?'^l'^«'^'''^'^i etiM;:r[S,(a,P)]!. 

Nous allons voir que l'on peut déterminer v< et V3 de manière à avoir 



(m) 



Miar[S4(M, v)] = — Sa7(a, p) -4- - (<t 4- xcr') 
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en posant 



ai =2pi, 

ff'j = 2p',, 



as = 2pt, 



<y3 = 2P3, 



P<) P2î p8î p'n p'2? p'3 ^^31*^'^ ^^s entiers; on sera ramené, comme dans les cas 
précédents, à la fonction 0|. 

On a (n° 163), en éliminant v au moyen de la relation entre v et [x, 



M>[S4(w,(')] = 



\ut o — a* -h |JL 
(I — X)tt I (i — X«)a 
X' M* — [ji O — X a* — jjL 



/"* I \ / i\ Xm , Vi 

(1 — X)M / l\ 



t^^ 



f^l 



x* 



Xk« 



f*2 



I 
2 



/ I\X«14 , Vj 



fjiiXtt«-H^{jL,— i^X»w— [ji'JCX — X»)m— jx]-4-^Xa«-+-^(— w»-4-(ji) 
fji,(i — X)w— /'fji,— i)x«-+-3[jL',Xa- fi; — - -i-ïl(ï — X)M -4-^(1 — Xî)t/ 
fXi[X«a«-h(X*— X)i;-4-3]-+-('iJL, — i)w-tx;[(X«— i)wî— tJi]-4--(X«a»-|JL)-~-(Xaî 

En écrivant que les seconds arguments vérifient la relation (ni), on trouve 



K) 



(112) 



Pï = — (f^i-^t^i)» 

sjx; 



Pi 



7---P1» 



21^1— fx, — 2, 



3fJi\-f-v,-*- - =pi. 
2 



Ces dernières équations permeltent de prendre 



Vl= Vj= o. 



V| et vs étant ainsi déterminés, on a d'abord 



(ii3) 



Pt = pi = -3(^',, 



A. 



a3 
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et Ton trouve que tous les arguments vérifient la relation (iii) en ajoutant les 
conditions 



(ii4) 



pi = — 3fx',, pa= 3(f^i— n',). 



Les valeurs fournies par les relations (i 12), (i i3) et (i i4) sont contenues dans 
le Tableau suivant : 



(1) (2) (3) (4) (5) (6) 



Pi = Pi = 



Pi = P'a 


— I 


— I 








— 1 


— 1 


Pi 


— 2 


-3 


— 2 


— I 


— 3 


— 2 


Pi 








— I 


— 1 








Pî 


— I 








— 1 


— I 


— 2 



On a la formule 



(lô) 






= 'n 



— 1 -t- j 



/'■ 






en posant 



* = ap'i \y\-^yi 



-hi 



I r , / N 2 Pi -+- * . xi ) 

— -|p'i('Cn-f-2':i3-4-':3j)-+- -^ (x„H-T„)|j 

)\yt— ^Up',(Ti,-hT,3)-*-(9-pi-Hi)-jiJ| 



-^ ( '^ pi 

2p',(x,- Xwarj) — (5^-pi-^0^'^t+^[(i — >^)w*-+-a(^ — X»)p] 



Pi 



'i 



-4- p',(2p2-+-r)Àa-t- -- (2p5-f- l)*XV 

4 



214. Les calculs précédents ont suffi pour déterminer entièrement la période /?<, 
P2^ Pi] on a (io5) 

[ Pi = — T„ = — X«a, 

< /?, = — Tj,— I = A»— I, 
f />3 = — T,, = — W. 

Les valeurs des arguments sont fournies par les expressions (109) en y faisant 
V, =:= V3=: o ct cn dounant aux ui les valeurs du Tableau (96). Il est inutile de les 

écrire, car il y a avantage à débarrasser les arguments de la demi-période ^> —•> -~' 
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Comme elle correspond à la caractérislique 



Cl:) 



la fonclion 0| se trouvera remplacée par la fonction impaire SF4 qui, ainsi que 
nous l'avons vu, n'est transformée par aucune des substitutions en une autre 
fonclion, mais est toujours reproduite, multipliée seulement par un facteur. 

215. Posons (en sous-entendant les arguments u et v) 



.(/) 



- r( I) ^ El 



XV' = X 



f -*- ^ 



On a, en verlii de la formule (97), 



En appliquant cette formule à chacune des fonctions qui figurent dans les 

expressions de i et de i > on voit que les facteurs qui s'introduiront 

X y 

seront respectivement 

Ces facteurs sont égaux à l'unité \ on vérifie en effet que l'on a, pour « r= i , a, 3, 

(ii6) i;r'_ic.î)==_(i(.»)_;(»)=_(ic*)_-(6)) 

Ainsi, en débarrassant les arguments de la demi-période, on n'introduit aucun 
facteur; d'autre part, les arguments reprennent leurs valeurs primitives; en 
d'autres termes, ils sont donnés par les expressions (20), (26), (26). On peut 
les écrire 

^i 1) — _ ? , ^( 1 ) _ o ^( n — i , 



3 



3 



xf^=^ l[Xîa«-X«w — 2-f-(X-X«)i;], ar^,«î= i (X - Xî)(?i -h X), x^}^=^ l(aî-w-f-i), 

(i»7) : _ 

a7\*^ = — ^[X«a«--2X«a-4-(X-X»)p], 37^*) = _'I(X — X»)( w — i), x'3*^ = — ^ (a^ — 2£0. 

ï<6^ = -i[X«a«-f-2-+-(X-X*)t;]. 5i,«^ = - i(X-.X«)a, ^(36^ = _- ^(mî__ i). 
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(ii8) 



On a finalement 

X ( 2rf||[X«M«— X«a-+-i4-(X-X»)p], J(X — X»)(w-+-X), ^(m«— u-+-i)i 
X ârj ii[X«a*- 2X«« -+- (X - X«)v], J(X - X«)(a - 1), A(m«- 2w)i 

6 • 



•(«' — M — 2«') 






^Î[J, o, i]&î[i(X«a-iX -J(i-X«), i(«-i)] 



[ x2r3j;[X«a«-i-+-(X-X«)(.], i(X-X«)a, i(u»-i)l 

216. Comme vérificalion, effectuons, sur la fonction 3i[:r(//, p)], les substi- 
tutions Ss et Se* 

On a d'abord (n» 188) 

Nous allons voir que l'on peut écrire 



(«19) 



M;ar[S5(w, <;)] =— ^(w, i;)-hp-4-Tp', 



Pi, P2, P3, p'|, ©2, p', étant des entiers. 
Je prends la substitution sous la forme 



[ 



a, V, 



\)v X«p 



^1 



en posant 



|x= jji5 = (X*— i)w-4-(X — X*)P-h X». 



En se servant de cette dernière relation pour éliminer v de la matrice 
M!. = a 4- Ta' (n° 166), on trouve 

— X(a«-+-Xw4-Xî) _(X*a*-hM — X»}— ut aS-^Xan-Xî^ jjl ^ 
M'5r[S,(a, r)]= I — X(X«— i)(£* — X«) (Xî-X)m — X (X«— i)(«t — X*) 

(i. — a*— M X(a*-+-«£-t-i)-+-^ 



I— X(a«-+-Xw4-Xî) 
-_X(X«— !)(£*— X« 
— X*(tt*-^ w -hi) -f- 



^X*r^ / ^ !• 1— X ) KiX«r> / ^ 1 / 

fjLi — [Xa-+-(i — X)p]*H p/H- c:^ — [Xw-f- (i -X;p] — aix', 



^r 



fxi [Xi/ -h(i — X)p] — ,aiX*— {x'j 

l^[Xa-+-(i-X)i']t-+- !^[Xa + (i — X)(^]H-|ji\ 



u 



2j-*-fXj[X«i/î-i-X««<-+-(X 

.,)_jx;[(X«-X)M~X) 

(X«— X)p — i| -+- îJL',(a« 



— {jL,[X«a«-h(X-X«)(^]-hXfjL,M*-»-fx'i[(X — X»)(M» — t'). 
-- jjL I ( X — X * ) a -+- fjt 4 [( I — X ) M -H I ] — 3 fjt\ ( X M 

En écrivant que les seconds arguments vérifient l'équation (i 19), on trouve 

fJLs [(l — X ) M H- I J -— 3 [Jl'i ( X W — l)~ ,U, [( Xî — X ) il — X ] =r JA, X« -+- fJt', -h Pî -+- p'i X« £i — p', X^ 4- p', U. 



X»)i.]^ 



«) 
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Il en résulte 

(f20) p,= p\ = 3 fX; -f- ^1,— 2fX;, p\ = fX,-h fx',, p', = 3 JX', -f- 2fXi— fz',. 

Pour que les autres arguments vérifient la même équation (119), il suffit 

d'ajouter 

pi = p3=o. 

Les équations (120) donnent les valeurs suivantes : 

(1)(2)(3)(4)(5)(6) 



P« = ? 1 



Pi 
Pi 



I 





— I 








1 








I 


I 








I 








I 





I 



el Ton a la formule 



(121) Sî|a7[S«(a, p)]j = tx,e ^ ' ' «^L « «-J "^ ' «^ '-'3r,[ar(it, p)J, 

217. De même, pour la sixième substitution, on a (n^ 191 ) 



on trouvera 



(122) 



Miar[S6(a, p)] = — r( u,v)-hp'¥- p'x, 



les p et les p' étant des entiers. 

Je prends la substitution sous la forme 

avec 



JJL = fJl6= (X — l)WH-(X~X*)f -hX*. 

On trouve, en éliminant ç de la matrice a 4- tx' (n® 169), 



Mi:r[S6( 



(— X(m + x; 
-X(X«-i)(w 
— X«(;4'— M-Hl 



(w-i-X)*--|i (aH-X)«— [ji 

X) (X«— i)tt — X (Xï— i)(M-hX) 

)-+-fji X(îi* — w — X)h-jjl X(m« — a-f-i)-hfjL 



^Ht,j^[Xi^4-(i-X«).]«4-^.j 



if?l*[X«-h(l-X«)i^]-2îl', 



fJLi [Xa-+-(i — X»)p] — |x,X«— jjl; 






'— (fXl4-^li)[X»a»^-(X — X«y]^-fx'i[(X — X*)a»H-3X««-4-(Xî-X)i;^-2j-a',[M»-X*M-^(X^-X,^ 

_ jjij(X _ X»)a — tx,f(X - X«)a - i] - 3^ X(w -h X) - jji', [(X«— i)w - X ] 

— {tii-Hfji,)w«-i-fx'J(X«— i)£i«-f-3a-+- (Xî— X)P — i] — |jl'j[X«î- „-H(X-X«)r] 
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En écrivant que ces arguments vériGenl la relation (i^sk), on trouve 

P'i = 3 ii\ -+- 2 [it— ii'ty Pi = p'a = 3 [a', -h |x, -+. jx',, p,= fx,— 2|i;, pi = Pj = o, 



d'où les valeurs suivantes 



(1) (2) (3) (4) (5) (6) 



1 


o 


o 


I 


o 


I 


I 


I 


I 


I 


I 


I 


o 


— 1 


— 1 


o 


— I 


o 



p. 

pï = pi 
Pî 

et la formule 

(.23) SV!5[S.(«, P)] j = ^.e"'('il"^ls.'"-''"î'-'<"[^'^""'"-l^P'>P"'-P'')3.[i(„, .)]. • 

218. Nous avons vu que, pour que les fonctions x et y soient invariantes aux 
substitutions du groupe S, il faut encore que les expressions ^/(w, ç^), ^/(w, v), 
dont j'ai parlé au n° 207, vérifient les conditions (qS). 

Pour le calcul de ces expressions, je remarque d'abord que les facteurs des 
seconds membres des relations (102), (107), (i 10), (i 1 5), (i ai), (i23), qui sont 
indépendants des arguments, ne donnent aucun terme aux expressions W à cause 
de la sjmétrie des valeurs des p et des p'. On remarque, en effet, sur tous les 
tableaux de valeurs, que la somme des nombres (1) et (3) est égale à la somme 
des nombres (2) et (4), et la somme des nombres (1) et (5) est égale à la sommé 
des nombres (2) et (6); or (i), (3), (5) correspondent aux fonctions qui sont en 
numérateur, (2), (4), (6) aux fonctions qui sont en dénominateur. Si, de plus, 
on tient compte des relations (i 16), on trouve 

iïr',(«, (^)= SX^r^ri^^— 2ari«^-4-ari'^-h i(a:y^ — ari^^'-hari^^ — a7W')l,• 
r; ( a, p) = 3 X« L^s) — jr^î) ^ i (a:i«)'- ari') V a^i»)'- x^i^' )1 , 

w;(a, p) = Wl{u, p) = 3X« \x^^^^ — x'^^'-h ^(^ï^'— xi*^V a^î5)•- a^i*^')"], 

-I- ^' (arf,»)'- a7S?)"-h x^^'— x^i^*)\ , 

r',(a, u) = Ul(u, V) H- Xî ["- (ari«^- x^^') + ^^{x^^"- x^i^'^ x^}^*^ x^}^')]. 

\i\{u,ç)=: U'j ( M, t; ) ^ 3 ( r'/ ^ — x'f' -+- a;'j3) - ^;*^ -4- rljt > — a:^3*) ), 

^*'i(",i') = n3(«»^)-^-3(:riî^-a7i«'-f-a7'3>^~a:3«0, 
re(e*,P)=n'e(a,0-4-3(a;V — ^i^^), . 
Wl(u, P) = n'aw, P) -h 3(a:^ii>- a7^«''). 
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En posant pour e = 4, 5, 6, 

n;(i/,0=^(?;ix^«^[S,(a,p)]|«-Q',!^<«)[S,(a, !;)];« 

-hcp;-t^(3)[s,(a,i^)li«-o;îa?(*^[S/(M,ç')]iî), 

^-?;U<»J[S/(a,i^)]î«-(p;iar(*'[S;(a,P)]î«). 

219. Il est facile de voir que ces expressions sont indépendantes de la période 
P\i P2t Pzy on peut donc se servir, pour les calculer, des expressions (117)- Le 
calcul est très simple pour les trois premières substitutions. On trouve 

ar</'-a7(,"=i(X»-X)«, 



a:',»'-x',"= |(X — X»)(M+X), 



9. 



a:',"'— x',"'-)- x',"'- x','''= I [u«-)- (X — 1)« - X], 

.y- x'."V .'•'•- xi'.'=|(«.-^x«). 



Il en résulte 



^i(m, p) = X«a*-+-3XM, 

V';(a, p)= Xïw»-f-Xu, 

v;(w,i^) = r3(a,P)=-X«a2H-(i-X«)a, 

^';(«, t;)= r;(a, p) = X»M«-+-(2i — X)a-+-2X. 

Ces expressions vérifient bien les conditions (93). 

220. Pour les autres substitutions, le calcul se complique beaucoup à cause 
de la nécessité de former les expressions II. Je ne reffectuerai entièrement que 
pour la sixième substitution, afin d^établir que cette substitution appartient bien 
au groupe S, ainsi que je Tai annoncé au n° 38. La similitude des calculs relatifs 
à Ss et à Sfl rendait déjà ce lésuhal très probable. 

221. Voici d'abord quelques remarques intéressantes relatives aux trois cas. 
En posant 

a = MH-X, 6 = w — X*, c = ('-+-X, 

les trois dernières substitutions peuvent s'écrire 

/ X«M X«c\ /, X*6 \^v\ l X«a X«i;\ 
( ", c, > — ]y I 6, p, , — ) , ( a, i», , ) . 
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De plus, en posant 



a?i -f- iTs = iT* , 5?i -H 0:5 = — Xi 



on a 



f^\x^ = — ^[l^(x\ 


' -+- a?i a7a -f- a: J ) -h (X» — i)a*(xî — 2X'a?iX34- Xar}), 


?5^*=— 2{X5(a7Î 


; 4-ar4a:6-+-a;î)H-(X — X*)6*(arî — 2X«ar4Ts-+- Xa?|), 


o\x^ — — 'ilii(x] 


1 -haria74-t- a:J) -f- (X«— i)a»(a7} — 2X*ariar4-+- XarJ). 



On voit que le calcul peut se faire d^une manière toute semblable dans les trois 
cas. Bornons-nous à la sixième substitution. 



222. En posant 



puis 



x'ij(u,ç) = x'i''xy'-x[''x'/'-i-x\''x'/'~x\''x'/\ 









XiiC"» ^) -+-X4*(«i «'). 



on a 



|D'e(M, i;)=-2K6Û'JS6(M, P)]-f-(X«-.i)a*ûi[S6(a, 1;)], 



Des valeurs (117) on déduit 



ar/^ = 



^i«' = 



x\^^ = 



2 

3' 



i) — 



X 



(4)_ __ 



i[Xïa«-*-(X-i)a-4-X — n-(X-Xî)i;], 
i [X«a«-f- aXa -h I — X«-+- (X — X«)p], 



ar\5i == 



a:i«^ = 



3(X»a-hi), 
_ l[X>a»— 2a-M — X«-+-(X — X«)i^], 



iF4" = 


r 


ii«> = 


1... 


37^3) = 


5(a~«), 


^i*^ = 


-i(a«-^a), 


5S^s) - 


— 5(«-M)» 


xi^' = 


-r- i(a*-4-a). 
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Il en résulte 



-4- (X»— X)(^[4 X«a«-4- 2(3X — i)a -4- 2^ — X«)] -h 6«»« j, 
X'iiiu, i>)=i[— 2X«a*— 4Xa»-4-(X»— i)a«— aX«a-i-H(X»— X)i;(2a5— a)], 

XViC^i *>) = i(-2a*-+-2a» — 2a-h2). 

D'où l'on tire 

Q',(M, p)= iJ2X»a'-+-3Xa>— 2X»a-hi-*- vf— 2a*-H( i — 4X*)a -4- 2] -h 2f»j, 

û;(a, (;) = |[Xa»— X»a-hP(-:>.X«a-+-i)-f-i'«], 
et par suite 

û',[Ss(", i')] = 3-^i^Xîa»+3X«aVs-2Xafx|+fx} 

-i-X'i'f— 2Xa*-4-(X«— 4X)afji«-4-2fiî]-h2Xi^*fX6J, 
ûi[S«(a, p)] = r^[X«a«— Xafji«-hX«(;(— 2Xa-h|i«)-*-Xi;*]. 

On a enfin 



°i("> «») = 7^!— 2X«a»-3X«a«p«-+-2XafiJ~ti| 

-!-X«p[2Xa*H-(4X — X*)afi«— 2fxî]— 2X('*fXe( 



N' 



(^!__il£! [Xta«— Xa{JLc -*- X*P(— 2Xa -+- lie)-*- Xpî]. 

f*6 



On a (l'autre part 



E'(it, v)= — 5 — (tt*— 3a — 2P-4-I) = — 5 — [a«H-(2X« — i)a — 2«»-t-2X] 



et par suite 



>^'-X 4X-i ^ . 2(X-X«) ^. . 2(i-X«) 
__a«+-^— a+ 3 P-^ 3 , 



E'[S«(u, i^)] = ?^— ^[Xa«+(2X-X«)afx,-2X«pjxe-+-2XtxJI, 



avec 

JI4 = (X — i)(a — X t») -*- X. 

Formons l'expression 

Dans cette expression, le coefficient de -j est 

a«| '"T 2Xa-+- 2P-+-(X — X*)a«-4- 2(1 — X«)ap-4-(i— X)v« I 

= ^^~'^^' [X«-6X'(a-X>.)-3X(X-.)(a-XOt] = (^-'^"''^' . 
A. 24 
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Le coefficient de — est 

r , (,— 2X«)(X«— i) 2(X«— I) 1 

Il en résulte 

r.iro / M *T/ / V /X — I \ _ 4X«— X 2(X« l)Ç 

E'[S6(a, p)]-+-n;(w, V) = ^^— -^ija«-^ ^^—3 a-h-^^ — '- 

-H ^ T" h2Xa-f-(i — X)(a--Xp) — X — 2X*p 

(,-_X«) . X«— X X«-X 2(1— X«) . 

Enfin en ajoutant 

3[a?i«î — a?\*î] = X«a«-4- aXa -♦- X -f- (X — X«)p, 

on trouve 

E'[S.(M, P) + Vi(M,P)] = E'(tt, P). 

223. On a de même 

X\i{uy f;) = i|— 2Xa*-*-3(2X«— i)a»-+-6(X — i)a«-+-2(X — 3X«)a-h2 

4- (Xi— X)p[4X«a«H-2(X — 3 )a -+- 2(X — X«)] -+- 6i>« I, 
X\u(u, v)= i[— 2X«a*-t-4a»— 3Xa«-*-2X«a - n-(X«— X)p(2a«— a), 

)CÏ*("» *')== " ( — ^^* — 2a» -h 2a 4- 2). 
D^où il résulte 

u;(w, i;)= |[Xa»— X«a-4-p(— 2X«a-M)-f-f»] 
et par suite 

4-X«»'[— 2Xa*H-(i — 3X)a|jL6-l-atJt}]-+-2Xv*[Xe 1, 



û;[Se(M, v)] = ^[X*a«- Xafx,-+- X«p(- 2Xa -4- iJLe)H- X«;«]. 



Enfin 



n;(M, i')= -iji — 2X«a»H-(2X — X«)a«ti6-+-2XafiJ — [jlJ 

-*-X«p[2Xa»-+-(3X — i)afA«--2fA}] — 2Xi;*fA6! 
-^ ^^'""^'^^' [X'a'-XatAt-f-X'i^C— 2Xa-t-ti6)-4-Xy»]. 
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On a, (l'autre part/ 

E'(«..)=^(«._«_,.) = ^[«. + (A.-X)«-a.-.] 

X«— X . a(X — X») X — X« 
= __«._«+ . i>-^^^. 

et par suite 

E'[S«(m, P)]=^^=^[Xa«4-(X-i)aHie-2X«t;fx,-ÎJLÎ]. 
Formons 

Dans cette expression, le coefficient de -^ est encore ~"1 ^* > celui 
de — est . • 

(X — i)a»+[(X — X«)p-*-2X — X«]a^^-[(3--X^)P--X«]a — aX«»«-*-|(i — X)P 
= a«— Xan r — ^p fi«. 

Il en résulte 

-H aXa-f- (i — X)(a — Xp) — X — aX'p 
,_X« . X« — X X — X* . 

et en ajoutant 

3 [ari»î — 07^6) ] = X«a«— aa -*- X 4- (X — X«)p, 

on trouve 
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Ajoutez à la fin du n° 145 : Il est permis de supposer 
que le mode de correspondance n'est pas le même dans la 
figure initiale et dans la figure transformée, car il suffit, 
pour passer d'un mode de correspondance à l'autre, de faire 
décrire tout le plan à une ligne de passage en la faisant 
tourner autour de son point critique. 
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